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第 一 章 ” 基 本 概念 


$1 S- 系 


设 S 是 么 半 群 ,1 为 其 单位 元 ,4 是 非 空 集合 . 若 有 SX ARIA 
的 映射 f:S x A> ATE 
£G@,fG,a)) = fts,a), Yi,s€ES,Ya€ A, 
WHA D BAS- A MAS 左 作 用 于 4 上 , 为 了 方便 起 见 RA 
id f(s,a) = sa, FREREH 
tisa) = (ts)a, WtesE SWaE A. 

此 时 , 左 S- RA, N 简 记 为 :4 或 A 

如 果 4 还 满足 

lasa, YWaEA, 

则 称 A BRE S- 系 . 我 们 以 下 除 特 殊 声 明 以 外 ,S- 系 均 指 单 式 
左 S- 系 . 

同样 的 方法 可 以 定义 右 $- 系 . 

设 4 是 3$- 系 , 召 是 4 的 非 空 子 集合 . 若 对 任意 2E B ESE 
S, 都 有 sb E€ B, 则 称 B 是 ATAWA BSA 

显然 4 委 4. 若 3 中 含有 零 元 0, 则 对 于 任意 < € A, {0a} S 
A. 

下 面 的 命题 是 不 证 忠明 的 ， 

命题 1.1 3- 系 4 的 任意 多 个 子 系 的 交 若 非 空 , 则 仍 为 子 系 . 

设 好 是 S- 系 4 的 非 空子 集合 , 则 4 的 包含 好 的 最 小 子 系 是 
所 有 包含 开 的 子 系 之 交 , 称 为 由 对 生成 的 子 系 , 记 为 4M) MEA 
FRM) 的 生成 集 . 显然 有 


(M) = ism|s E€ Sym E€ M}. 
ERTE Sm = ism|s € S} WA 
(M) = Sm. 
GM = imeem) 为 有 限 集 合 , 则 称 CM) = Sm, U … U Sm, A 
有 限 生 成 子 系 . 特别 地 ,由 一 个 元 素 m 生成 的 子 系 Sm 称 为 循环 子 
系 . E 和 44 可 由 一 个 (有 限 个 ) 元 素 生 成 , 则 称 A 是 循环 (有 限 牛 成 ) 
系 .例如 ,对 于 任意 s E S.S 的 证 左 理想 Ss 即 为 S- AS 的 循环 子 
系 ,特别 地 S 为 循环 S- R. 
RAES- 系 A4 上 的 等 价 关 系 , 若 4 满足 

Cab) €CAS>Ga sb) ECA, YsESVabEA, 
则 称 4 为 4 上 的 同 余 ,在 A 关于 同 余 4 的 商 集 4/4 上 定义 左 S- 作 
用 : 

s(aA) = (s4)4, YSESWaAEA, 

则 容易 验证 AART EAA S- 作用 构成 一 个 S- 系 , 称 为 4 关于 4 

设 召 科 4, 如 下 定义 4 上 的 关系 : 

adjpboa = bKa,b EB. 
容易 验证 如 是 A4 上 的 同 余 , 称 其 为 由 8 决定 的 Rees 同 余 , 简 称 为 
Rees 同 余 . 称 商 系 4/45 为 Rees H. 

类 似 于 子 系 的 生成 集 概 念 ,我 们 也 可 以 考虑 同 余 的 生成 集 . 首 
先 , 下 面 的 命题 是 明显 的 . 

命题 1.2 S- 系 4 上 的 任意 多 个 同 余 的 交 仍 为 同 余 . 

设 瑟 为 4Xa4 的 非 空子 集合 , 则 4 上 的 包含 五 的 最 小 同 余 
是 所 有 包含 H 的 同 余 之 交 , 称 为 由 号 生成 的 同 余 , 记 为 ACH). 
称 为 同 余 ACH) 的 生成 集 . 显然 生成 集 是 不 唯一 的 . 

命题 1.3 RHEAXKAMFESTRE.2,.0€ 有 4, 则 a2A(H)6 
当 目 仅 当 a = b RAPE eet, € SAB 

a = ictidi = tecey yt dn 1 = ban tnd, = 6, 
其 中 (cd E 五 或 (dc € Hei = 1,2, on 
证 明 在 4 上 定义 如 下 关系 5: 
De 


aoha = b, RTE at, ES, 
使 得 & = aid = tegt 


tt | = tata, = b Hh 


(e130;) E H 或 (aci) E€ H, 


容易 验证 0 是 4 上 的 同 余 关系 , 且 开 So. 设 4 是 4 上 的 同 余 且 I 
Z 4, 则 对 于 任意 (4,58) € o, 有 a 二 58, 或 者 

a = \c,Atd, = tyeAt.d, = A d,s) = t,c,At,d, = b. 
Biko Ca tle BA LAH Wahl. 根据 定义 即 有 ce = 
ACA). 结论 得 证 . if 

A,B 都 是 S- AK. PRR SA BAK AR BHS-AA. 
如 果 

fisa) = sfla), YsES,yYya€tA. 
例如 , 设 4 是 4 上 的 同 余 , 令 B = 4/4, 则 自然 的 映射 
A* A> B, 
a> aà 

即 为 从 4 到 号 的 S- AAS. 

从 刀 到 8B 的 所 有 S- 同 态 的 集合 记 为 Homs(4,8) 或 Hom(A， 
B). 若 S- 同 态 /:4 一 8 还 是 单 . 满 映射 , 则 称 f 为 同 构 , 这 时 也 说 
S- 系 A 和 8B 同 构 , 记 为 A4 守 B. 

设 f:4 一 B 是 5S- 同 态 . 称 集合 

(lasa) E AX Alfa) = f(a')} 

为 f 的 核 , 记 为 Kerf. 显然 有 

命题 1.4 ”任意 5- 同 态 f:A -> 8 的 核 Kerf 是 4 上 的 同 余 . 
S- 满 同 态 f 为 同 构 当 且 仪 当 Kerf 是 4 上 的 单位 同 余 . 

定理 1.5( 同 态 基 本 定理 ) 1 f:A>+BES-ARABALE 
WERE AC Kerf, 则 存在 唯一 同 态 g:A/4 一 B 使 得 下 图 可 换 : 


“3° 


A 


7 


3° 
| 
Aja 
HA = Kerf, We ERAS. SERKIS. Mg 也 是 满 同 态 . 特 
别 地 当 f 是 满 同 态 时 有 
A/Kerf =~ B. 
证 明 (a, a’) E A, Wla’) E Kerf, HEA f(a) = 
了 f(a). 所 以 我 们 可 以 如 下 定义 映射 g:A/4 一 B: 
glah) = fla), Ya A, 
ADER g HE S- 同 态 , 且 使 得 上 图 可 换 . 
I g :A/A—> Bia gA” = f WUE aà E A/A,g' (aA) 
= g/A* (a) = fla) = gà" (a) = glad), HTVA g = g. 
i A= Kerf. Rl gtad) = gla Af la) = fla )> (aa) E 
Kerf = Azad = a' À. Bl e BBA. 
若 了 上 是 满 同 态 , 则 显然 g 也 是 满 同 态 . 从 已 证 的 结果 立即 可 得 
A/Kerf =B. i 
推论 1.6 设 4,c 是 A 上 的 同 余 且 4 先 e WA S- 系 的 同 构 
式 
A/A/a/A= A/o, 
EHH o/A= {(ad,bA)| (a,b) € a}. 
证 明 EM S- JAAS Ff, A/A-> A/o J fad) = ao, Ml Kerf = 
of/4. 由 定理 1. 5 即 得 结论 . 4 
设 S, 工 都 是 么 半 群 , 若 4 既是 左 S- R, LEH T- 系 , 且 对 任 
意 a € 4, 任 意 *E 9, 任意 上 ET 了 ,有 
(sa)t = sat), 
We ABE S-AT- Rid HsAr. 例如 3 是 左 3- 右 S- 系 . 若 4 是 
左 S- 系 ,五 是 4 的 自 同 态 么 半 群 , 则 4 是 左 S- 右 五 - 系 ( 约 定 了 GE 
H 作用 在 a € 4 上 的 结果 为 (a} 放 ). 
. 4 . 


$2 HR RAR 


MAZ S- AURA S- 系 之 间 的 S- 同 态 构 成 一 个 范畴 , 称 为 
左 S- 系 范畴 , 记 为 5-Act, 同样 ,所 有 右 S- RURA S- 系 之 间 的 
S- 同 态 构成 一 个 范畴 , 称 为 右 S- 系 范畴 , 记 为 Act-S, 本 节 考 虑 范 
BG S-Act 中 的 直 积 和 余 直 积 .我 们 先 从 一 般 的 定义 开始 . 

ROEE {Ali CI} EOP PRA R. CHAM A OY 
(Ali E T) 的 直 积 ,如 果 

(1) 对 任意 i € I, PEDS m: A — A; 

(2) 对 任意 对 象 W CC ERESI pW > Ai E TUG 
在 唯一 态 射 9:W 一 4 使 得 下 图 可 换 ， 


g 


对 偶 地 可 定义 余 直 积 C 中 的 对 象 C 叫做 {A4;|i E) 的 余 直 积 ,如 果 

(1) 对 任意 : € 17, 存在 态 射 &:A: 一 人 C; 

D 对 任意 对 象 W € C , 若 存 在 态 射 加 :4; 一 WW,i © 了 , 则 存 
在 唯一 态 射 %:C 一 W 使 得 于 图 可 换 : 


对 于 给 定 的 一 簇 对 象 {4,1i € 1} ,容易 证 明 其 直 积 和 余 直 积 
。5 。 


若 存 在, 则 必 是 唯一 的 (在 同 榴 的 意义 个 ). 例如 , 设 4 和 人 ABE 
{A;|z EF} WAR WEAR XA A; AM 7;' 2A’ > Ai € Tl. 
因此 存在 态 射 <:4 > A 和 BA’ = A (HE FIAT, 


A Se A’ . 有 > A 


所 以 对 任意 i € Ta Ba = 一 和 .显然 zs 王浆. 所 以 由 唯一 性 即 知 Ba 
= 1a. 同 理 可 知 a8 = la. 所 以 A > A'. 同 样 的 方法 可 以 证 明 余 直 
积 在 同 构 的 意义 王 也 是 唯一 的 ， 

所 以 我 们 记 {4.|i E T) 的 直 积 和 余 直 积 分 别 为 HA 和 
Jl A. 
ref 

E S- 系 范畴 S-Act 中 , 直 积 和 余 直 积 上 其 有 非常 简单 的 表达 : 
它们 分 别 是 卡 氏 积 和 不 交 并 . 

BHA li E I) Æi S- R. (EA RRR B S {lerla € 
A}. 按 分 其 规定 5 在 B 上 的 左 作用 , 即 任 意 s€ 5, 任 意 5 = 
(a; Jic» HUE s = Csa; Jie rs J) B ÆA S- 系 . 对 任意 ; € 了 ,规定 5- 同 

Ti{( (ai)ier) = ai. 
车厂 是 3- 系 , 且 对 任意 ;ET 有 3S- 同 态 8: 殉 一 4, 则 可 规定 映 
H pW > BH 
gw) = (pw) )er Yu € W. 

RoE S-AR AHAW) = maw) e = gw), 所 以 二 9 一 
a 车 还 有 S- EA p W 一 B ERE ae’ = p WHER ET, 
rp tw) = mete) AL gw) = pw), Y w EW. igs g". 
这 即 证 明了 9 的 唯一 性 .因此 由 定义 即 知 BB 为 {4;|i € 7} 的 直 积 . 
即 有 

6 . 


命题 2.1 在 S- 系 范畴 S-Act 中 ,任意 一 艇 5- 系 的 直 积 同 构 
于 它们 的 卡 氏 积 . 

下 面 我 们 考虑 S- 系 {4,1i € D HRM. RRIF B= VA, 
Ws € 5, 对 任意 5 C B, 存 在 唯一 的 i, 使 得 5 € 4;. 所 以 可 按照 5 
在 A; 上 的 左 作用 来 定义 s8. 因此 B 可 作成 一 个 5- 系 .对 于 任意 i € 
了 ,显然 有 自然 的 包含 同 态 s:4; — B wW ES- 系 且 存 在 S- 司 态 
YA Wi © I. RTM eR YY: Bow, 

gb) = pb), YbEB, 

其 中 i WE bE A;( 由 如 的 构造 可 知 对 于 给 定 的 5, 满 足 5€ A, 的 
i 是 唯 的 ), 显 然 5 是 S- 同 态 .对 任意 i CIE Ba, E 4;,ye(a;) 
= $a) = pla) AR pe = h RRA S- WAY Bo W 也 满 
E fe, = pi MIHE i E 了 任意 er € A. pela) = ela). 所 以 
ge, = We. Ai Y = e 这 就 证 明了 终 的 唯一 性 .由 定义 即 知 吾 为 
[Ali E D) 的 余 直 积 . 总 结 以 上 结论 RNA 

命题 2.2 在 5S- 系 范畴 S-Act 中 ,任意 一 簇 5- 系 的 余 直 积 同 
构 于 它们 的 不 交 并 . 

RAE SHEE ET. 此 时 任意 S- RA 中 必 有 元 素 OR 
Æ 

s6=8, YsEsS. 
当然 这 种 元 素 8 也 许 不 唯 PS- RABY MRAP RE 
个 固定 元 素 8 满足 
08=0,04=0, YsE SYuEA. 

显然 这 样 的 元 素 8 是 唯 的 .我们 称 9 为 A SICH ba 

设 4,8 都 是 中 心 5- 系 ,f;A4 一 8 是 5S- BA MERA SO.) 
= A(094) = OF Oa) = 8s, BP F FE A HETEK BAHR. VHC 
S A 则 e = Bas 

所 有 中 心 S- RUR S- AZ S- 同 态 构 成 一 个 范畴 ,我 们 
记 之 为 S"-Act, 它 是 S-Act 的 全 子 范畴 . 下 面 我 们 在 范畴 5°-Act 中 
考虑 余 直 积 . 


RA ji ELD BP S- 系 , 令 
B = 10} U (UA ~ (&)}. 
如 下 规定 S 在 B 上 的 左 作用 ;任意 s € 3 AELE BLO = 0N 
HE sb = 0; 车 bE A, 一 1904), 则 规定 
i 8, # sb = ĝa,» 
j ee 否则 . 

容易 验证 BB 是 一 个 5- 系 , 且 是 中 心 的 ,其 零 元 为 9. 我 们 称号 是 
(Aji E D APAHIDA B= U'A, 简单 地 说 , 零 直 并 8 即 为 A 
G E 了 DD 的 并 ;但 4; 和 4;(j 关 站 中 的 非 零 元 都 是 8B 中 的 不 同 元 ,而 
HAG E D 中 的 等 元 都 看 成 同一 个 元 9. 

命题 2.3 ER S -Act H, EEI S- 系 的 直 积 和 余 直 积 
分 别 同 构 于 它们 的 卡 氏 积 和 和 零 直 并 . 

证 明 ” 仿 命题 2.1 和 2.2 的 证 明 . if 

下 面 考虑 零 直 并 概念 的 推广 为 此 先 考虑 如 下 的 泛 问 题 : 

BA li € 1) AU 都 是 S- 系 ,QR:U + A ES- ARAS. S- K 
友和 5S- 同 态 @:4; 一 AG E DRAA. p) 的 融合 余 积 ,如 果 

《1) 对 任意 1 ,7 € Lag = 29; 

(2) 对 任意 5S- 系 W 和 5S- 同 态 {fi: € Hom AW lfp = 
SQV i,j € 7), 存 在 唯一 的 S- 同 态 f:4A 一 W ,使 得 对 任意 i ET 
下 图 可 换 : 


(a AS A 


wW 


容易 证 明 ,融合 余 积 在 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 ， 
命题 2. 4 ”融合 余 积 是 存在 的 . 
证 明 ”继续 使 用 上 述 定义 中 的 记号 . > 

> 


B=UU (yA 一 Imo)) ， 
WER s ES, rE A—Img,# sx E Ime. l] sr = BQ) uwEU. 
此 时 规定 s， 2 =u. 其 他 情形 按 自然 方式 定义 ,于 是 互 成 为 3$- 系 . 
HE aA > BOF Ha, € A; — Img, ijela) = a; a, € Ime, 
则 存在 唯一 的 w E U, (E GG) = ai ERE a lad =u. 容易 证 
明 w 是 S- 同 态 , 且 对 任意 1,7 Cl A ag = 4,9, RA S- RW KS- 
同 态 fi; Ai > WR Sg = Sie ij E 了 DD. 如 下 定义 映射 1:B 一 
W ar ED, 则 规定 (7) = fipa) Fir E 4; 一 Img, 则 规定 (7) 
= f(x) ,i ET 显然 f 是 S- 同 态 ,号 对 任意 i; € 了 ,有 如 下 的 交换 图 : 


a: 


设 产 ;3 一 克也 满足 上 述 交 换 图 , 则 对 任意 zE BA CULM 
gir) E A. PRU Sle) = falga) = filaa) = fale@@)= 
Fa #2 € A; — Img WW fa) = faz) = fil) = Pala) = 
S (2). Bua E bie eR aS 上 是 唯一 的 . 这 就 证 明了 融合 余 积 
的 存在 性 . W 
设 了 是 么 半 群 3 的 左 理想 , 且 了 关 S,z,y,zx 是 三 个 符号 , 令 
(S.r) = {(s,0)|s E S}, 
《S,y) = isy) |s € S}, 
Gz) = {(s,2)|s E I}, 
按 自然 的 方式 可 定义 5 在 (S ,zr),(S,y),(1,z) 上 的 左 作 用 , 令 
Pps Tz) (ST), (soz) Hr Gez); 
p: sz) — Sy) (s,2) Fr (559), 
则 gop A S- PRASA 为 ((S ,zx),(S,y) pp) 的 融合 余 
积 , 则 由 命题 2. 4 知 
AQ) =(,2) U (G2) ls ES —D 
* Qe 


U i(xy}|s ES — Th}. 


3 东 4(7) 上 的 左 作 用 为 
s(i,z) = (st,z), 
(st T), 车 ESI1， 
S(t x) = | 
(st ,2), 车 st El, 
mi 若 st ES 一 了， 
WT eray, or El. 


ERCIS, I) 之 S(1 ,7 ,C38,y) 之 S(1,y) ,所 以 AC) = S(1,x)U 
Say HSQ) MN SC.9) = (G52) |s E I} = U2). 

S- RAD 我 们 以 后 要 经 常用 到 . 

设 S 是 含 零 乏 半 群 , {A441: CI) 是 一 簇 中 心 左 5- 系 , 令 U = 


{0} .8:0 一 A; 为 800) = ba MUCA se) 的 融合 余 积 为 B= {0} U 


(UCA 一 {90)) , 即 为 (4,1i E D 的 零 直 并 . 所 以 融合 余 积 概念 
是 零 直 并 的 推广 . 

显然 当 U = 名 时 ,融合 余 积 即 为 通常 的 余 积 ( 命 题 2. 2) ,所 以 
融合 余 积 概念 也 是 余 积 的 推广 . 

下 面 考虑 融合 余 积 的 对 偶 概 念 : 余 融 合 积 . 

BHA li € I) AV RE S- Ap A -站 是 S- 满 同 态 .S- 系 

A S- AB LA AG € DRAAM 的 余 融 合 积 , 如 果 

d) IHES i,j E€ 1,68, = 8; 

(2) 对 任意 S- AW M S- MALS, € Hom WAD 18f; = 
pf Y ij E D AERE S- ASW -> 4, 使 得 对 任意 zfE 了 ， 
下 图 可 换 ; 


w 
| NS 
Ni 
A a A; ” y 
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显然 . 余 融 合 积 件 辣 构 的 意义 下 是 唯 … 的 . 
命题 2. 5 设 A 同上 , 令 
= (laer E [PA gC) = ela) Vig € Th, 
ier 


则 卫 按 自然 的 方式 攀 成 S- 系 . 记 B:P 一 4i(i €7) 是 自然 的 投射 ， 
WPA BCE TD) EA. © 的 余 融 合 积 . 
证 明 ”显然 对 任意 i,j EIA ge = gpp RW ES- RSi 
WA 满足 对 任意 i,j ET 有 fi 一 名 fj, 定 义 /:W 一 了 为 
Sa) = rer YrE Ww. 
容易 证 明 /是 $- 同 态 , 晶 使 得 下 图 交换 ， 


wW 
f ba 
Na 
Ey i ecg A 
易 证 f 也 是 唯一 的 . H 


BAM 的 余 融 合 积 为 u Ar WWE RA II AS Ifa. # 
V 是 单元 S- HT A 0% JT A. 

Pi: [4, 一 4, 为 自然 的 投射 Ge D FRA 本 4 称 为 
(Ali E D 的 次 直 积 ,如 果 对 所 有 i € TEE P(A) = A. 


命题 2. 6 。” 余 融 合 积 是 次 直 积 , 
TA RA= |] A 是 余 融合 积 . 因为 8 是 满 同 态 ,所 以 对 


iEF 


任意 Ui 万 Aj, a; E A; 使 得 ALa) = plaa Ef), 因此 A; = 
PA [[ Ai). Wf 


«jie 


$3 不 可 分 S$- 系 


定义 3.1 S- 系 4 叫做 可 分 的 ,如 果 存 在 4 的 非 空子 系 4 和 


4,, 使 得 A = A, U Ar 否则 就 称 4 是 不 可 分 的 ， 

命题 3. 2 ”任意 循环 5- 系 是 不 可 分 的 . 

HR 设 4 = 5Sz 是 循环 S- 系 .车 4= A UALM ZEA, 
或 x € An KE A = A, RA = 4 所 以 4 是 不 可 分 的 . 4 

命题 3.3 WAli EI ES- 系 4 的 一 艇 不 可 分 子 系 .车 
QA + SM UA 仍 是 4 的 不 可 分 子 系 ， 


证 明 RUA =MUN.BRTE NAM ce MUNA 
WBE EM MIER: Er € M 介 A. BRA A = (MN 


A) Ù (NN 4). 所 以 由 全 的 不 可 分 性 即 知 N N A = 名 .由 i 的 
任意 性 即 知 N = Ø. 4 

由 命题 3. 2 知 任意 循环 系 是 不 可 分 的 .下 述 命题 告诉 我 们 ,不 
可 分 S- 系 不 一 定 是 循环 的 ， 

命题 3.4 ”任意 不 可 分 S- 系 是 循环 的 当 且 仅 当 S 是 群 

证 明 ” 设 S 是 群 ,4 是 不 可 分 5- 系 . 任 取 a € 4. 若 4 一 Sa 
一 好 , 则 4 一 Sa, 即 4 是 循环 的 .下 设 4 一 Sa 兴 节 .因为 4 一 Sa 
U (4 一 5a), 所 以 由 4 的 不 可 分 性 即 知 4 一 Sa 不 是 子 系 . 因此 存 
Eb E A—Safflt E SIER wb E Sa. EL b = i'th E t’ Sa T 
Sa. 这 和 6E A — Sa F. i 

LES 的 真 左 理想 . 考虑 8 2 中 构造 的 S- AL). 显然 
ACL) = §(1,2) USQ,»),8 SU D NSA, y) A Z. 所 以 由 命 
题 3.2 和 3.3 即 知 4( 工 ) 是 不 可 分 的 .但 是 4( 工 ) 不 是 循环 的 ,从 而 
得 到 矛盾 .矛盾 说 明 S 没有 真 的 左 理想 ,因此 S ER. ii 

下 面 的 定理 是 本 节 的 主要 结果 . 

. 12 . 


定理 3.5 ”任意 5- 系 4 可 唯一 地 分 解 成 不 可 分 S- 子 系 的 不 
ZF. 

证 明 ” 任 取 xz € 4, 则 Sx 是 不 可 分 的 , 令 

2, = (BIB 是 有 4 的 不 可 分 子 系 且 z E B), 
因为 SzE DZ. GUD AS. BR OY BAS. 所 以 由 命题 3. 3 知 
A, = U, 8 是 不 可 分 的 . BRA, 是 包含 = 的 最 大 的 不 可 分 子 系 
设 z,y E A. 如 果 A: 4, 天 分, 则 由 命题 3. 3 HA, U A, 也 是 下 
可 分 的 .又 zy E ALU Ay. 所 以 由 ALA, 的 最 大 性 即 知 A, = A, 
U A, = A, 如 下 定义 4 上 的 关系 一: 
z 一 ?564- 一 4， 

则 ~ 是 4 上 的 等 价 关系 . 在 每 个 等 价 类 中 取代 表 元 z W 4 
= UA RE A 是 如 上 所 取 的 代表 元 的 集合 . 


下 证 唯一 性 . 设 4 有 两 种 不 交 并 分 解 :4 = UB, = UCA E 
B; AC, 都 是 不 可 分 的 . 对 任意 i E 了 ,考虑 B 中 的 元 素 . ME bE 
B WEE j E J iE b EC; FW SOC, > 

B/ = (bE Bb EC,}, 

B” = bE B;| FEk € J 使 得 5 E C, E k Æj. 
ERB, = B; Ù B” AB! H BARAER S- 系 .由 B 的 不 
可 分 性 即 得 B8* = O. 所 以 对 任意 x E LAE JE J ER BEC. 
对 于 上 述 j, 同 样 的 方法 可 知 存在 i E TRAC, CB. PLL BS 
Ci 己 B'. 易 知 i 二 1". 因此 B; 二 Ci. 同 祥 的 方法 可 知 对 任意 jE 7， 
存在 i € 1 使 得 C, = B. 这 即 证 明了 唯一 性 . 1) 

设 4 是 5- 系 ,4 二 Bi 是 4 的 不 可 分 分 解 .我 们 称 每 个 Bi 为 
A 的 不 可 分 分 量 . 
命题 3.6 BAES- Za bE 有 4, 则 a,5b 在 4 的 何 一 个 不 可 
分 分 量 中 当 且 仅 当 存在 Sioh sts E Sea € A, 使 得 
SQ = tiars 
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Si; = tls, 
Sid} = Ld, 


(1) 


$a: = b,b. 
证 明 充分 性 设 存 在 se 和 Sa EA 
满足 题 设 条 件 . 容易 看 出 a 各 在 同一 个 不 可 分 分 荐 中 . 
必要 性 ”在 4 上 定义 关系 ~: 
a 0 存在 5 和 Sea 1 E A 
使 得 等 式 组 (1) RE. 
可 以 证 明 一 是 4 上 的 等 价 关 系 . 将 4 按照 等 价 关 系 一 分 类 , 则 4 
可 以 写成 这 些 子 类 的 不 交 并 . 设 A 是 任意 子 类 ,zx € A. 对 任意 s 
ES, ERr ~ sx Bl sx 和 x 在 同一 个 子 类 中 ,所 以 sx E 4 这 说 
明 4, 是 S- 系 .容易 证 明 4; 还 是 不 可 分 的 .所 以 和 4 写成 了 不 可 分 子 
系 的 不 交 并 , 且 任 意 a, 5 E A, ab 在 同一 个 不 可 分 分 量 中 , 则 a 
~b WARKI i 
推论 3.7 RABS- Ka SEAM ASEAN THY 
DEPA HIKE sitit Siete © Sayer a, E 4, 使 得 


Éra] = Selz, 
(2) 
t,a, = È. 
证 明 A SAAC 成 立 , 则 在 (1) 的 前 后 分 别 增加 等 式 a = 
1.“2 和 1"*8 一 5 即 可 得 到 形 如 (2) 的 等 式 组 . NA 


第 二 章 ”投射 性 


$1 iH S- # 


定义 1.1 3- 系 已 称 为 投射 的 ,如 果 对 于 任意 3- 满 同 态 pA 
+B EAS- WAS: PB. FES- AS PATE. 
oP 


过 
若 已 是 投射 3- 系 , 有 时 我 们 也 说 己 是 范畴 3S-Act 中 的 投射 对 


R. 
例 1.2 RS RAR. =e ES, iS- 系 Se 是 投射 的 . 
证 明 设 p:4 一 8B 是 任意 5S- 满 同 态 ,f Se > BER S- A 

态 . 记 f(e) = b EB. 因 为 8 是 满 的 ,所 以 存在 a E 4 使 得 pla) = 

b. 定义 S- 同 态 g:Se 一 A,g(se) = sea, N s E€ S, RIRs E S, 

gg (se) = plsea) = segla) = seb = sef (e) = f (see) = f Cse) , FLL 

gg = 了. 这 就 证 明了 Se 是 投射 的 . LA 
为 了 给 出 投射 S- 系 的 等 价 刻画 ,我 们 需要 以 下 引 理 . 
引 理 1.3 ”任意 投射 S- 系 的 余 直 积 仍 为 投射 系 . 
ER RPG EDERN S- RP = [PPA >B S- 


WAS./:P> BES- WA. E sP — PERH S- 同 态 , 则 由 
P: 的 投射 性 知 存在 S- 同 态 gi;P; > 4 使 得 下 图 可 换 : 
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要 
由 余 直 积 的 泛 性 质 知 存在 5- 同 态 g: 己 一 4 使 得 下 图 可 换 : 
P; 
Le 
Xx 
P A 


所 以 对 任意 i € Ife: = os; = gge. 因此 了 = yg, BEP 是 投射 
的 ， Hf 
称 S- WES f:.A—> Beng UR APTE S- AA gB 
A WIS fe = ls 下面 的 定理 给 出 了 投射 系 的 等 价 刻画 . 
定理 1.4 对 于 5- 系 户 ,以 下 三 条 等 价 : 
(1) 了 是 投射 的 ; 
(2) RTF Homs(P, 一 ) (从 范畴 S-Act 到 集合 范畴 ) 把 满 同 态 
变 为 满 映射 ; 
(3) 任意 满 同 态 4 一 P 是 可 收缩 的 ， 
证 明 De 是 显然 的 . 
DSG) ”对 任意 满 同 态 f;4 一 P, 由 卫 的 投射 性 知 存在 5- 
同 态 g:P 一 4 使 得 下 图 可 换 : 
P 


4 一 了 人 


所 以 了 是 可 收缩 的 . 
“168 


D>) 对 任意 zxE PAS =S ESLa € 了) 的 余 直 积 
Q= |[S.. 由 引 理 1.3 和 例 1.2 知 QQ 是 投射 S- 系 .对 任意 zx EP， 


1E S- AA rS, 一 了 为 zx.(s) 二 se, Y s E Sa ARARE 
即 知 存在 S- 同 态 x:Q@ PER rls, = mr. 显然 x 还 是 满 同 态 . 所 
以 由 (3) 知 * 是 可 收缩 的 , 即 存 在 S- [AAS ALP > Q {7B zh = Lo. 

ip: A> B ES- RRA. S: P > B ES- FAS. 由己 的 投射 性 
即 知 存 在 S- RA 8:Q A 使 得 下 图 可 换 : 


g f 
A B 


p 
BI gg = fx. BREA f = fah = ggh. 这 就 证 明了 P 卫 是 投射 系 . /7 
下 面 的 定理 说 明 引 理 1. 3 的 逆 也 成 立 . 
定理 1.5 设 PiGL ED 是 5- KM] Pi 为 投射 系 当 且 仅 当 
每 个 P ARG RK. 
证 明 车 每 个 Pi 为 投射 系 , 则 由 引 理 1. 3 知 ] PRR. 


RHR RP = |[ 了 ;是 投射 系 . 记 s:P 一 了 为 自然 的 包含 同 


态 (实际 上 .P = UP). FEN Pi, 类 似 于 定理 1.4 的 证 明 中 的 
(3) 二 (1), 即 知 存在 集合 I 以 及 S- 满 同 态 f.: [SP 作 余 直 积 


r= [[(ITS), 记 a: 了 5S 一 了 为 自然 的 包含 同 态 .由 余 直 积 的 


(EI JE 

泛 性 质 即 知 存在 S- AEST > P ERER ELE Sos afa 
由 于 每 个 广 是 满 同 态 ,所 以 易 证 了 也 是 满 同 态 . 利用 已 的 投射 性 ， 
由 定理 1.4 知 /:T 一 P 是 可 收缩 的 . 所 以 存在 S- 同 态 g:P 一 T 了 使 
得 fg = ir. 我们 下 面 证 明 ge (P) CS ITs. 
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若 存 在 z CP, PRR ger) E [[ 5:2 +i Mar = elr) = 
jel, 
fga) € HLLS) = faC{[S) =a Af ][S) SP. FR. RR 
证 明了 ge,(P,) € [J S. 


因此 对 于 任意 x € Pi,fge(r) = f(ge(r)) = So;(ge,(2)) 一 
afgal), B slo = efigs (zx). 由 于 BARRA. RIA xc = 
figs (x). 所 以 fige = 1p. 


ih. A Pi ES- RAS. Hl 1.2 S/H 1.3 fS 是 投 
HA. 所 以 存在 S- Ae: [TS -> 4 使 得 下 图 可 换 ， 


i ; 
即 ha 一 六 .所 以 hasgs = figs, = 1r.. 因 此 S- WA h: A — PE 
可 收缩 的 . 由 定理 1.4 即 知 P; 是 投射 的 . WM 
命题 1.6 设 S- 满 同 态 /:Q@ 一 P 是 可 收缩 的 . 如 果 久 是 投射 
系 ,那么 P 也 是 投射 系 . 
证 明 ”对 于 任意 S- 满 司 态 gq:4 一 8B 和 5S- 同 态 g:P 习 B 由 
以 下 的 交换 图 即 得 结论 ; 


uf Hf 
由 第 一 章 我 们 已 经 知道 ,循环 系 是 不 可 分 前 ,不 可 分 系 未 必 
是 循环 的 , 但 对 于 投射 系 我 们 有 
“18. 


命题 1.7 Er ERIS- 系 , 则 P 是 不 可 分 的 当 且 仅 当 它 是 
WÉ. | 

证 明 和 定理 1.4 的 证 明 类 似 地 可 知 存在 5- 满 同 态 f: S 
>P, RENTS , 同 构 于 sS. 由 于 也是 投射 的 ,所 以 了 是 可 收缩 的 ， 
即 存在 S- 同 态 8g:P 一 TI S; 8 fg = lp. 显然 存在 i CTO 
EMASED. 

A = [z € Plg(z) € 8&8}, 4&4=P—A. 

ËA DNA A RES- REP = A U As. 这 和 P 的 不 可 分 
性 矛盾 . RUA, = OE gP SS, BP = gP S S). i 
/(S;) 三 已 是 显然 的 .所 以 已 = FCS) P 是 循环 的 . H 

命题 1.8 M S-F Sr 是 投射 的 当日 仅 当 存 在 S HSI 
e (EIR Sz = Se, 

证 明 ”由 例 1. 2 MORAL RR Be CS. Se 是 投射 S- 系 . 

反 过 来 , 设 Sx 是 投射 系 ,定义 S$- 同 态 f:S 习 Sr 为 f(s) =sz, 
ysES, 则 7 了 是 可 收缩 的 ,所 以 存在 3- AAS g: Sa — SESE fg = 
ls- ga) = eE sS, i 

a= fgl) = fle) =ef (1) = ex, 
所 以 
e = g(x) = glex) = eg(x) = ee =e’, 

Bl e SARS rc. 显然 &(Sz) = Se. PFW Sz = Se, Uf 

下 面 的 定理 给 出 了 投射 S- 系 的 结构 . 

定理 1.9 S- 系 己 是 投射 的 当 且 仅 当 存在 $ HS eG E 
1) 使 得 了 一 se. 


证 明 由 例 1.2 和 引 理 1. apa [I Se 是 投射 S- 系 . 反 这 来， 
iE? 

设 已 是 投射 的 . 由 定理 1. 3.5 知 了 有 不 可 分 分 解 P UP = 

[IP 其 中 每 个 P, 是 不 可 分 系 . 由 定理 1. 5 知 每 个 P, 也 是 投身 


的 . 所 以 由 命题 1.7 即 知己 是 循环 的 . 由 命题 1. 8 AE EES 
。 19 。 


e, € S 使 得 PP 二 Se. 所 以 PP 二 TU Se. He 


最 后 我 们 再 给 出 一 -个 定义 . 
定义 1.10 3S- 系 4 称 为 是 自由 的 ,如 果 4 人 [Í ss. 


显然 自由 系 是 投射 的 ,但 投射 系 不 一 定 是 自由 的 , 例如 车 5 中 
AEH |S| 之 2, 则 50 是 投射 系 但 不 是 自由 系 . 
” 设 4 是 自由 系 , 则 有 5S- 同 构 f:4 之 TTS, RES GD) | 


是 5; 的 单位 元 ,i € 了 叫做 4 的 自由 基 . 显然 4= [SPD 
SF AD 一 3， 
由 定理 1. 4 的 证 明 即 知 有 


命题 1.11 任意 5- 系 4 都 是 自由 系 的 同 态 象 , 即 存在 自由 
系 玉 以 及 下 上 的 同 余 4 使 得 A 之 FA/X. 


$ 2 ”完全 左 投射 么 半 群 


定义 2.1 KS 为 完全 左 投 射 勾 半 群 ,如 果 所 有 ( 左 )S- 系 是 
投射 的 ， 

定理 2.2 5 是 完全 左 投射 么 半 群 当 且 仅 当 S = {1}. 

WEA US = (1), P EIES S- R,S:A— P BER S- A 
态 . 如 下 定义 映射 g;P 一 4: 任意 x€ P 了 ,了 到 a€ AER Sla) =r, 
RE giz) =a AAS = {1}, 所 以 g 是 5S- 同 态 .又 fg = lH 
了 是 可 收缩 的 . 由 定理 1.4 即 知 P 是 投射 系 ,所 以 S 是 完全 左 投射 
SER. 

反 过 来 , 设 3 是 完全 左 投射 么 半 群 ,LL 是 S 的 真 左 理想 .考虑 
第 一 章 § 2 中 构造 的 S- RAL). AA A) 是 投射 的 ,又 是 不 可 
分 的 ,所 以 由 命题 1.7 知 ACL) ORRIN. 这 和 ACL) 的 构造 矛盾 ， 
所 以 S 没有 真 的 左 理想 , 即 S ER. 

考虑 一 元 5- AM = {9}. BRA S- RAB S:S —> M, f) = 
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Gibt ZO YO mer 


0,N s E S. AM BR. DU SOY BEE S- 同 态 5; 
M- S 使 得 fg = 1w. 令 g(9) =a€5, 则 对 任意 s € S. 

sa = sg(0) = gish) = g(@) =a, 
所 以 4 是 3 的 右 零 元 .但 S 又 是 群 , 所 以 S = {1}. if 

下 面 考 虑 所 有 循环 系 是 投射 系 的 么 半 群 . 为 此 先 证 明 

引 理 23 ABS LWA A.M S- 系 S/4 是 投射 的 
当 且 仅 当 存在 上 ES 使 得 蕊 1 , 且 对 任意 zy E S, riy>rt = yt. 

TER 设 $/4 是 投射 系 , 则 S- 满 同 态 s:5 一 S/4 是 可 收缩 的 ， 
所 以 存在 S- 同 态 g:S/4 一 5 使 得 og 一 1. 设 g([1]) 二 ,这 里 []] 
表示 1 所 在 的 类 ,下 同 . 因为 [1] = cg(L1]) = ol2) = [t], RU 
tAl. 设 I,y E S (HAR cay, Wi Lr] = [y], A zt = sgp = 
e(iz]})) = e(Ly) = yell) = yt. 

反 过 来 , 设 满足 条 件 的 上 存在 . 定义 映射 /:S/4 一 5 为 f([s]) 
= st,Y s € S. # lr] = [y] I ray PRY xt = yt. RUA SE 
是 可 行 的 . BRS BS- WA. io:S>S/ARBRH S- HAS. 
则 


ofr] =e(at) = zo(t) = zxLi] 
=a[1]=[«], YrIES. 
所 以 of = 1, 即 o 是 可 收缩 的 . 由 命题 1.6 即 知 S/4 蚌 投射 的 . Y 

定理 2.4 设 么 半 群 S$ 含 有 0( 关 1), 则 所 有 循环 的 中 心 S- 系 
是 投射 的 当 且 仅 当 S = {1,0}. 

证 明 OS = {1,0},4 是 S 上 的 左 同 余 . 如 果 (1,0) 所 人 , 则 
S/A > S 是 投射 的 .所 以 填 设 (1;,0) E 在 引 理 2. 3 中 令 上 一 0, 立 
即 可 知 S/4 是 投射 的 . 

反 过 来 , 设 所 有 循环 的 中 心 S- 系 是 投射 的 . 假定 工 是 3 HA 
理想 , 则 中 心 S- 系 3$/ 是 投射 的 ,所 以 由 引 理 2. 3 即 知 存在 上 ES 
{8B Al, AMER coy € Sri p> zt = wt. RIEL ML=S. 
若 1 亿 工 , 则 t= 1. 因 此 若 x,y € LM x = y PAIL] = 1, 故 
L= {0). 因 此 5S 除了 (0) 以 外 再 没有 直 左 理想 . 

设 0 关 4 5, 则 Sa 关 {10}, 所 以 Sa 二 5. 因此 4 是 左 可 道 元 . 
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容易 让 明 S 一 !0} BR. 

&G=S— |0}. 8 M = (rz 规定 3 在 对 上 的 左 作 用 
为 

gz = x, 0x = f, g0 = 0 =D, VeEG, 
则 M 是 中 心 5S- 系 , 旦 M = Sz, 所 以 凡是 循环 的 .从 而 好 是 投射 
S- %. a FEM S- 同 态 x:3 + M, 
rg) 一 TO) =, Yee. 
GEAR nE S- 满 同 态 ,所 以 r 是 可 收缩 的 , 即 存在 S- 间 态 MoS 
使 得 zf = iy f(a) =s © S. Bs © G, 则 对 任意 8 EG， 
gs = gfla) = fr) =f@=s. 

因为 G 是 群 , 所 以 5 三 1. 因 此 IC 一 1 从 而 S= 1,0}. As EG, 
W s = 0, 所 以 x 二 xf(x) = rls) = x(0) = OF. pA 

定理 2.5 WEARS UTARI.: 

CL) BRAVE S- 系 是 投射 的 ; 

(2) S = {1} 3R S = {1,0} 

WA =>) KSA). AEs- KM = {0). BR 
E S- WAS AS- M. 由 以 的 投射 性 知 / 是 可 收缩 的 ,所 以 存在 
S- 同 态 g:M -> S 使 得 /fg 二 1xw. 记 2(0) = a €5, 则 对 任意 s E 
S,sa = sg = g GO = g0) = a, lak SHAS. 

设 六 为 S 的 所 有 右 零 元 的 集合 , 则 六 是 3 的 左 理想 . 由 条 件 即 
知 Rees H S/Ay 是 投射 的 .所 以 由 引 理 2. 3 知 存在 :E S 使 得 zwv1， 
AUER zy € S cdyyat = yt. BLE NMS = (1). FR. 所 以 
1 所 N. 因 此 1 二 1, 若 xyy EN, 则 zhwy, 所 以 x = yy. 这 说 明 |N | 
二 1, 即 S 有 唯一 的 右 零 元 8. 对 任意 st E 5S, 因为:(86s) = GOs 一 
内, 所 以 Gs BEBE. MIM Os = 9. 这 说 阴 8 是 5 MET. 

这 样 我 们 就 证 明了 如 果 S 关 {1}) ,那么 S PR ARICA 1. 所 
DA FH ERE 2.4 BIS = {1,0}. 

(2) 志 (1) 由 定理 2. 2 和 定理 2. 4 的 证 明 色 得 结论 . i 
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本 节 中 我 们 假定 么 半 群 S SRST OA 1, 且 考虑 的 S- AY 
为 S -Act 中 的 对 象 , 即 均 为 中 心 $ 系 . 

和 $ 1 中 投射 3- 系 的 定义 类 似 地 可 在 S"-Act 中 定义 投射 对 
象 .本 节 中 所 说 的 投射 S- 系 均 指 范畴 S-A PRS MR. 

考察 引 理 2. 3 和 定理 2. 4 的 证 明 , 有 

命题 3.1 所 有 循环 的 中 心 $- 系 是 投射 的 当 且 仅 当 S = {1， 
0}. 

下 面 给 出 拟 投射 S- 系 的 概念 . 

定义 3.2 设 46E&S -Act. 称 4 是 拟 投射 的 ,如 果 对 任意 S- 
满 同 态 /:4 > RAER S-I gA B FES- AAR AA 
使 得 下 图 可 换 ， 


根据 我 们 的 约定 ,上 述 定 义 中 的 A,B 雹 在 S*-Act H. 

显然 投射 S- 系 是 拟 投射 的 ,反之 则 不 然 . 例如 , 设 5 是 交换 女 
ERA [S| > 3.0 3. 1 知 存在 循环 53- 系 4,4 不 是 投射 的 . 
但 由 下 面 的 命题 ,A 是 拟 投 射 的 ， 

命题 3.3 设 $ 是 交换 么 半 群 , 则 任意 循环 $- 系 是 拟 投射 的 . 

WA 设 4=Szr,f:4 一 总 是 3- 满 同 态 ,g:4 一 癸 是 3- 同 
态 , 记 g(x) = bE 了 .出 于 /是 满 同 态 , 所 以 存在 saE 4A 使 得 /(a) 
=b ELA A> AH hsr) = sa,Y s ES. {ga = sy. Bsx = tz, 
sst © S, T) sasz = six PV ssor = tsiz BI sa = ta. UA A WIE 
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MENT. BR A ÈS- AS. XM har) = flsa) = sf(a) = sb 
= sg (z) = gsr), PEVA Sh = g. Rie A 是 所 投射 的 . i 
383.4 RS: M>NES- WAS. SMU N 是 拟 投射 的 ， 
则 了 是 可 收缩 的 . 
证 明 ”由 下 图 即 得 结论 . 
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MUN 
定理 3.5 WAKES UPHERSH: 

(1) 所 有 S- 系 都 是 拟 投射 的 ; 

(2) 所 有 S- 系 都 是 投射 的 ; 

(3) S = {1,0}. 

WAR (DSD RARER S- 系 . 由 命题 1. 1i 知 存在 自 
由 S- 系 下 以 及 S- 满 同 态 f :fF 一 4, 由 (1) 知 F114 是 拟 投射 的 ， 
所 以 由 引 理 3.4 知 了 是 可 收缩 的 .因此 A 是 投射 的 . 

(2)=>(3) ”由 命题 3. 1 即 得 . 

(3) 一 (1) ” 设 4 是 任意 5- 系 ,f:4 一 BB 是 任意 5S- 满 同 态 ,g: 
A -> B 是 任意 5S- 同 态 .对 任意 0 关 a E Agla) € B, 所 以 存在 5 
E AS SO) = g(a). 定 义 有 ;4A 一 A 为 h(a) = OGRE SO) = 
gla) 的 上 不 唯 --, 但 我 们 任意 取 定 一 个 ). 着 a 二 0 € AMM 
ACO) = 0. AREA A E S- HAA Sh = g. 所 以 4 是 拟 投射 的 , / 

定理 3.6 BS 是 交换 乏 半 群 , 则 以 下 几 条 等 价 ， 

(1) 任意 拟 投射 系 是 投射 的 ; 

(2) 任意 拟 投射 系 的 余 直 积 是 投射 的 ; 

(3) 任意 拟 投 射 系 的 余 直 积 是 拟 投射 的 ; 
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(4) S = {1,0}. 

证 明 (1) 二 (4) ”由 命题 3.3 知 任意 循环 S- 系 都 是 拟 投射 
的 ,所 以 由 (1) 知 所 有 循环 S- 系 都 是 投射 的 . 由 命题 3. 1 即 得 $ = 
{0,1). 

(4)>(3) ”由 定理 3.5 BD. 

(3)=>(2) HP li E 1) 是 一 艇 拟 投射 S$- 系 ,P = [| PP 由 
命题 1. 11 知 存 在 自由 S- 系 下 以 及 S- AAA SEF 一 P. 显然 
P [TF = JIP [LF 仍 是 所 投射 S- 系 的 余 直 积 ,所 以 由 (3) A 


P ULF 是 拟 投 射 的 . 再 由 引 理 3.4 知 是 可 收缩 的 ,所 以 了 是 投射 
的 . 

(2)>(1) 设 4 是 拟 投射 $- 系 .由 命题 1.11 知 存在 自由 5S- 
AF & S- 满 同 态 /FE-> A. 由 (2) 知 A ][ 是 投射 的 ,所 以 由 引 
理 3.4 知 f 是 可 收缩 的 ,从 而 4 是 投射 的 . iV 

由 定理 3.5 知 当 S = {0,1} 时 ,SAct 中 的 所 有 对 象 都 是 投射 
， 对 象 .由 定理 2. 2 知 此 时 S-Act 中 有 非 投 射 的 对 象 . 下 面 的 例子 说 
BRM S = {0,1} 时 ,5"-Aet 中 存在 对 象 M, 使 得 他 是 S'-Act 中 的 
投射 对 象 ,但 M 不 是 S-Act 中 的 投射 对 象 . 

例 3.7 GS = (1,0).M—= {f a,b}. HER r E MME iz 
一 zx,0zx 一 9, 则 MM 是 S- 系 ,0 为 其 零 元 . 由 定理 3.5 知 M 是 S*-Act 
中 的 投射 对 象 . 假定 M 也 是 5-Act 中 的 投射 对 象 ， 

令 51 二 5,5s 二 5S, 在 S-Act 中 作 S, 和 ;的 余 直 积 S,U Sz» 
如 下 定义 映射 FS, U Sy M; 

fO,) =a, fQ) = 6/0) = f(0,) = 8, 
WS ES- RAS. 所 以 了 是 可 收缩 的 , 即 存 在 S- 同 态 g:M 一 SU 
S, 使 得 fg = 二 1x. 因 为 0a = 06, ALA Og (a) = 0g (4). 不妨 设 0g(a) 
= 0g(8) E S,, UW gela) a) E S. fb = fe) = f(g) = 
f(g@® 1.) = gh) FA) = gba E (6,0), FE. 因此 M 不 是 
S-Act 中 的 投射 对 象 . HEES, US, & S°-Act. 在 SAct HS, 和 
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S: 的 余 直 积 应 该 是 它们 的 零 直 并 . 
$4 RAW BR 


由 1 RUE S- AW RARER A. 本 节 讨 论 
投射 系 萨 直 积 ,主要 结果 选 自 Bulman-Fleming 能 文章 111]. 首先 
我 们 有 

命题 4.1 对 任意 集合 1, 以 下 两 条 等 价 : 

a) sS 一 is 是 投射 的 ; 


(2) HAG E 站 是 投射 S- 系 , 则 [| 4; 仍 为 投射 系 . 
证 明 (D>) 是 显然 的 , 我 们 只 需 证 明 (1) 过 (2). 设 9 ， 


AG E 了 ) 都 是 投射 8- 系 . 对 任意 i € 7, 由 定理 1.9 知 存在 集合 J: 
及 器 等 元 e;, € SGE Ji) 使 得 A = {J Ses. 因此 


UH se I [ev 


vey 


KEJ = Yre 国 为 S- 满 同 态 fas — Seii) 是 可 收缩 的 ,所 以 诱导 
AAs: Ss’ > Jl Sei 也 是 收缩 的 ,因此 对 任意 çE J, |] Sero 是 
ied ier 


投射 的 ,从 而 由 定理 1. 5 知 A 是 投射 的 . i 
命题 4. 2 ”对 任意 集合 了 ,以 下 两 条 等 价 : 
d) S 是 自由 的 


(2) #AGEDERHS- AWA 仍 为 自由 系 . 
ie? 


证 明 ”由 自由 系 的 定义 即 知 任意 一 簇 自由 系 的 余 直 积 仍 为 

自由 系 , 所 以 类 似 于 命题 4. 1 的 证 明 即 可 完成 该 命题 的 证 明 . V 

Hst E 5, 我 们 称 s 是 :的 因子 ,如 果 t E 55, 记 为 st. 显然 

s#iesit Hels. aX ES 的 非 空 子 集 合 . 元素 d € 5 称 为 X 的 公 

因子 ,如 果 对 任意 x E X,d 是 z 的 因子 .4 称 为 区 的 最 大 公 因 子 ， 
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MRdEXHAAT. AX KIERAN TREIHAT. 最 天 公 因 
TA CHE. 苦 存 在 , 则 任意 两 个 最 大 公 因 子 具 有 & 关系 . 

ia = (a icp € SARE (a, |i € Th 的 最 大 公 因 子 存在 ,我 
们 任意 取 定 一 个 , 记 为 gla). 若 d 是 {a;|i E 了 的 另 分 的 最 大 公 因 
F, digla) i a, = glada; i E I. G a = "ic € S' Ma 
= gla)a', 显然 ,如 果 S BAM ASKS UT FER a € S 和 如 
上 取 定 的 g(e) ,满足 ea = giaa Ha’ € S' 是 唯一 的 ， 

引 理 4.3 ” 设 $ 是 左 可 消 么 半 群 十 S$ 的 任意 非 空 子 集合 都 有 
RASAT ,继续 使 用 上 述 记 号 , 则 (a;'|i E D 的 最 大 公 因 子 一 定 
ke S 中 的 可 逆 元 . 

证 明 ” 设 六 是 te E 的 一 个 最 大 公 因 子 , 则 gioh E 
laili € D 的 最 大 公 因 子 . 所 以 g(a) 统 g (a)h. AHS 是 左 可 消 么 半 
群 ,所 以 存在 S$ 的 可 道 元 & 使 得 gCa)h = glau. HA =u ff 

引 理 4.4 EIA 4.3 的 条 件 和 记号 之 下 ,对 任意 s CS. 
g(sa)Asg(a). R 

证 明 HY sa = (sa;)e r PVA sg (la) 是 {sasli € J} HAA 
子 .因为 gCsa) Eisa li &€ 了 的 最 大 公 因 子 , 所 以 存在 h E S E 
g(sa) = sgla)h. 设 sa = g(sa)a", WJ sa = sgla)ha". X sa = 
sg lada! JEVA a! = ha”. AA ela, i E 了 的 公 因 子 . 由 引 理 4.3 
Bla A 是 S PEAT. 所 以 glia) Asgla). it 

命题 4.5 在 引 理 4.3 的 条 件 和 记号 之 下 ,S 的 包含 元 素 < 一 
g(a)a' 的 不 可 分 分 量 为 Sa"， 

WE 设 E SS,2 和 a 在 同一 个 不 可 分 分 量 中 . 由 推论 1. 3.7 
AIETE sy adits Saat, E Sebi seb, E S 使 得 

b= sbs 


tiba = Sybo» 


t,0, = a. 
再 设 5 = g (86)2'. FR FI n RSA EEE S BY Bac 
u 使 得 = ual. PHS = gl(b)ua' € Sa’. 
a 


Hn = 1,6 = sibb = a, 由 引 理 4.4 知 存在 本道 元 4,v 
E S 使 得 
g(6) = g(s,6,) = sg (bju, 
gla) = gh) = tg) w. 
Bb, = g Dbi MW gs = b = 5,6, = sig (bb = glhu 'h', 
Prk 6 = u 'h'. AE glaa! = a = 46 = hgb = 
gladu 所 以 = vilh, FA bo = ulug. 
Wn > 1. 和 前 面 证 明 类 似 地 有 6.' = ub. EF tb, E Sith 
= ghb) Gb Y. 由 归纳 假定 知 夺 在 S 的 可 道 元 x 使 得 (#,8,)" 一 
za’. 所 以 
gb b! = tib, = gD) = tigh yra, 
RE yE S fe ait. 因此 六 = yze IER b = ww 16! = 
u 'yra'. ii 
Ra = (ai)jet E 3 定义 如 下 记号 ; 
Ra) = (b = (ier € Slab = a;b; Y ij E Th, 
rla) = {s € S |as = ajs,V ij € I}. 
对 任意 x,y E SEM 
r(xr,y) = {s € SIxs = ys}. 
定理 46 ”对 么 半 群 5, 以 下 儿 条 等 价 ， 
CL) 任意 投射 5- 系 的 直 积 仍 为 投射 系 ; 
(2) 对 任意 非 空 集合 了 ,3 是 投射 系 ; 
(3) 对 任意 非 空 集 台 工 和 任意 上 一 (ca)ier € 5S',R(a) Arla) 
或 为 空 集 ,或 为 循环 右 S- 系 ; 
(4) S 是 左 可 消 的 ,S 的 任意 主 右 理 想 的 交 若 非 空 的 话 , 则 仍 
是 主 右 理想 , 且 对 任意 ry € Seray RHSR RAS 的 主 右 
理想 ; 
(5) S 是 左 可 湛 的 , 的 任意 非 空 子 集 合 有 最 大 公 因 子 , 对 任 
意 x,y E Soray) RASS RAS HERBS. 
证 明 DSC) ”这 是 命题 4.1. 
DSG) BaS uer € SBE Ra) A AW Ra) E 
。28。 


AUS AS HFPA. iR Ra) 二 lh lp E J) AE b = 6D, ES, 
YJE LABR OD CS BARA 

(Hes — 1° Dyers 

AbD) = aC er: 

be her T Aer 
APA) jc MOD je ES 的 同一 个 不 可 分 分 基 中 . 因为 5' 是 投射 
S- 系 .所 以 由 命题 1.8 知 S' 的 每 个 不 可 分 分 有 量 共 有 形式 Se, 其 中 e 
E S MEME AT ERS Te € S 使 得 ec 一 < AAR roy 
E Syre = yeze = ve. METIR OD pes = ae © Sew © 1. 对 
FRE 了 7 了 ,因为 

aC = a; lhl) er = AeA) co = aps 
所 以 由 < 的 性 质 即 知 有 
Aue = Ates, VikEI. 

这 说 明 S HICK eder € Ra) PE Giese oS E R). 

设 FE Ra), Mif b = ies = Gee Jen XE c = Ce) jeu € 
S’. h c 的 性 质 即 得 六 一 (wecj);er = redier; © (we)ierS. 所 以 
Ra) = (eie S 是 循环 的 . 

下 设 r(a) +Ø, Mra) E SHARH. ira) = lje}, 
eS’ HACE). AWS BRAM ABE = Ce € 
S 和 和 祝 等 元 eEs 使 得 ec = ce AMER x.y E Spec = yore = 
yes MOD 7 E Se. RW) 5 = uc, WATER ik E auc = 
ails) ,er = arli) es = adc; 所 以 ajue = ague. 因此 ue © rla). 设 
s € rla), Ws = si, Bibs = uc; = uec; € ues. PRVA rla) = ues 是 
S 的 循环 右 理想 . 

(9334) ikr. ESWE Tr =at Hs At RESIS, 
Has lahe ES’ FA= {sth = I (sst MWA PH ER CR 


RE Ra) 中 ,所 以 |R(a)| S2"'> |S|. AK Ra) 不 是 循环 系 ， 
FR. FAAS zs = ct 时 ,s = z. NS RATA. 
没 ali€ DE SM NaS HD. HER © E aS 和 任意 
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j EI, FTE5.6,6 5 使 得 x = ab: = 46, F a 一 (aciop = 
er W b E Ria), PEVA ETE u = (uher © S (HIRE Rad = 
Cidi rS. A b = usss € S. H = ab = aus, St aUi — a,u,s 
Y ij E LD DaS = 25. 

Bary E SEGra WAS. WI BEBES. WHER ET, 
Sa Eiry) 是 所 有 a 不 能 全 是 x 或 全 是 yy. 令 a = laer W 
rla) 天 好 ,由 (3) 知 存在 :ES 使 得 r(a) = sS. BRS E r(az,y). 
又 对 任意 上 E r(z,y).t E rla), Rt E sS. MA rlr y) = 58, 

(4) 志 (5) ROAXSS. Wib lj EJ: BX HMACAT 
的 集合 . 对 任意 x E Xi € NOS. PU NOS AO. HC) 知 存在 
d E S EI DES = d5. TH d MA X HRAKZAT. 

OSD 我 们 只 需 证 明 S 的 每 一 个 不 可 分 分 量 是 投射 的 
即 可 . 由 命题 4.5 知 ,S 的 包含 元 素 a = g(a)a' 的 不 可 分 分 量 为 
Sa’. i sa’ = ta' a! = lal Jern WER i E Lsa, = ta; ;所 以 a; 
E r(s.t). Br(s.t) = uS, Mu Bla,’ li E D HARF. hgj. 3 
Ha |i E 了) 的 最 大 公 因 子 一 定 是 8 PRTA, LA u 是 可 道 
W. AE rist) = S, 从 而 s = t 这 就 证 明了 Sa’ 一 S, 所 以 Sa' 是 
投射 的 . if 

最 后 我 们 给 出 几 个 例子 . 

例 47 O 设 $ 是 所 有 自然 数 按 普 通 乘法 构成 的 么 半 群 , 则 
任意 投射 S- 系 的 直 积 仍 为 投射 系 . 

(2) WS = (2 是 有 理 数 且 -~ 袜 0}, 则 $ 按 普通 乘法 构成 么 
FRS 的 子 集合 X = {12jr 是 有 理 数 且 > > v 2 } 没有 最 大 公 因 
子 . 所 以 投射 S- 系 的 直 积 不 必 是 投射 的 ， 


§5 左 PP 勾 半 群 


命题 5.1 M S- 系 Sa 是 投射 的 当 且 仅 当 存在 短 等 元 E 
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S ,使 得 ea = a, HER rey © Sra = ya=>xe = ye. 

证 明 ik Sa 是 投射 的 , 则 4- 满 同 态 .AS 一 SashsaysE 
S ,是 可 收缩 的 ,所 以 存在 3- JAAS g Sa S (8G fg = 1s. R gla) 
=¢ € S, a = fg(ad = fle) =ef) = ea. i ra = ya. Ml re 
= g(xa) = g(ya) = ye. 所 以 e = e. 

肥 过 来 , 设 满足 条 件 的 寡 等 元 e HE. & g: Sa > SH glia) = 
se. TIR g ES- A.A fg(sa) = f(se) = sea = sa, Bl fg = ise 
因此 S- RAS / 是 可 收缩 的 ,所 以 Sa 是 投射 的 ， if 

定义 5.2 设 A 是 5- 系 ,a € AP a=c ES. 称 a 是 e 可 消 的 ， 
如 果 ea =a 号 对 任意 x.y ES ,ra = yare = ye. 

定义 5.3 称 3$ 是 左 PP 么 半 群 ,如 果 $S 的 任意 主 左 理想 是 投 
HAES- 系 . 

下 面 的 合 题 是 显然 的 . 

命题 5.4 SRAPPA ERY HRAT SHER ca. FE 
BSc CS 使 得 a He 可 消 的 . 

在 第 七 童 中 我 们 将 要 讨论 左 PP APRE 一 “正则 左 S- 
系 , E PP 么 半 群 的 概念 在 我 们 以 后 的 讨论 中 占有 很 重要 的 地 位 ， 
下 夯 给 出 一 类 特殊 的 左 PP 么 半 群 的 结构 定理 , 该 结果 是 由 
Fountain[ 46] 给 出 的 . 

定理 5.5 设 卫 是 具有 单位 元 的 半 格 ,对 任意 <E 卫 , 令 3。 是 
右 可 消 乏 半 群 . 对 a,8 Er Ha> pRa APRES foarse S 
(BBA o> 8>7 WE Rr = Por? Rim È Paa ES, EAB E 
HS = US. BLE 5 中 的 乘法 运算 如 下 ， 

aa “bg = Paap Ge Goa Da) Waa © Serbs E Spe 
则 S 是 左 PP 么 半 群 ,是 其 窜 等 元 都 是 中 心 元 . 

反之 ,任意 敌 等 元 都 是 中 心 苑 的 左 PP 么 半 群 都 可 按 上 述 方法 
构造 . 
证 明 ”容易 证明 US. 按照 如 上 定义 的 乘法 运算 构成 一 
个 半 群 . 又 内 为 荆 有 单位 元 且 5 是 么 灶 群 ,所 以 S 也 是 么 半 群 (S 
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的 单位 元 就 是 Sa 的 单位 元 ,这 里 征 卫 的 单位 元 ). 

iS. HJERL H ea E r. RIRE) = (ela EF). hae 
Sap E T, RJE 

a * £a = Gy uala Gaag Ea) = Frag la eag 
=p Pa ua lA) = Prop lea) Fp o a) = ta * as 

这 里 Peeples) = ez 是 因为 多 .是 么 半 群 同 仿 .所 以 e MS RA 
元 都 可 交换 ,因此 输 等 元 都 是 中 心 元 . 

Rats o WERE ea =a sE Sat E Ss, 满足 sa = ta, 
则 

Paap lS Fi.ap (ct) = Gr aolt )Psa(a). 
显然 a8 = ôa 因为 Sis 是 右 可 消 乏 半 群 ,所 以 有 
Prap kS) = Psa lE). 

因此 Paaa (5) Pea Ea) = Praa (t) Pe.0aC€a) » BP se. = tea. ELA a EE e,- BT 
消 的 . 由 命题 5.4 即 知 S 是 左 PP 么 半 群 . 

反 过 来 , 设 5 是 左 PPAR HRS REP Oo. 显然 
EGS) 是 半 格 且 含 有 单位 元 . 对 任意 e € ECS), 

= 一 (teESla 是 * 可 消 的 )， 

ite f EES) a ES. 站 Sr 则 是 e 可 消 的 ,也 是 了 可 消 的 . 因此 
ea =a, fa =a. RY} ef = f, fe = e, Ai e = S. XWH e+ f 
ASS, Se= 多 .所 以 由 命题 5.4 知 有 


S= J Se 
。 re is) 
we fe ECS),a € Sob E Si, 则 efab = fleadb = fab = 
aC fb) = ab. % sab = tab, l| saf = taf ih sfa = tfa, PHVA sef = 
sfe 二 tje 二 tef. 这 说 明 ab 是 ef 可 消 的 ,所 以 ab€ Sar. [AFB ba €E 
Sr 所 以 对 任意 e € ECS),S, ET ER, HW e 为 其 单位 元 . 设 a， 
b,c E€ S, H ba = ca, WM be = ce, Bl b = c. XRT S. BAW 
之 半 群 . 
Be fe ES) He> f. MERA GS. > S, 如 下 : 
ga) =af, Ya€s.. 
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容易 看 出 gp 是 有 定义 的 , 且 是 么 冰 群 同 态 . 设 e 关 了 之 5, 则 对 任 
Ba CS... (A) = Grp af) = afg — ag = Fig ads BVA Grp Ges 
=e LR a) = ae = ea = a PEU Gg. HES. HAMA FH. ig a 
€S..6€ S$, Ml 

ab = efab = laef) (bef) = GQ gplb). 
所 以 S 具有 所 需要 的 结构 . Wf 
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第 三 章 AIE 


8$1 内 射 S- 系 


定义 1.1 SELEPE E S-Z. PE EAI MRI 
任意 S- 单 同 态 f:4 一 和 任意 5- AEA EL FES- WGA: 
B— E tie FRR: 


A— /* ,8B 
F A 


第 二 章 中 定义 了 S- 满 同 态 是 可 收缩 的 概念 ,并 用 来 刻 西 投射 
S- 系 . 同样 ,为 了 刻画 内 射 S- 系 , 需 要 S- 单 同 态 是 可 收缩 的 概念 . 

R fA BES- BAS. ETN MRE S- 同 态 
g:B— AER gf = la 

命题 1.2 设 S- 单 同 态 EGER. WRC EANA 
系 , 则 五 也 是 内 射 系 , 

证 明 ORG: A> BES- BAA. AP ERS BS. AP 
图 即 得 结论 . 
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G “ 
为 了 给 出 内 射 S- 系 的 例子 ,对 于 任意 3- KA 我 们 引进 下 述 
记号 : 
AS 二 (f|f BMS 到 有 4 的 映射 }. 
如 下 规定 3 在 4* 上 的 左 作 用 ， 
f(r) = flrs}, ¥Y FE AW sc ES. 
BR sf E A. IHE sse E 5, 因为 
GGA) = Gf Mat) = flats) = (f) le), 
AD) = f(e-1) = f(x). 
所 以 AS 是 S- 系 ， 
命题 1.3 ITER S- AAD BAW S- 系 . 
证 明 设 ?:B~C 是 任意 3- 单 同 态 ,g: 了 一 企 是 任意 3S- 同 
态 . 如 下 定义 映射 4:C 一 AMER c EC C.F 
ge te C1), mB te € Img, 
a, 否则 ， 
这 里 a € 4 是 事先 任意 固定 的 一 个 元 素 ,t ES 因为 8 是 单 同 态 ， 
ERA @ Ge) 是 唯一 的 . 因此 确实 是 从 C 到 AS 的 映射 .下 证 器 还 
Æ S- AS. SER st ES, 


ACMA = | 


gt ， t: Imp, 

AGsc)@) = ha eae a maki 
ay 7 , 

= Reed Ces), 如 果 ise € Imp, 
as 否则 ， 

_ ACO: 如 果 isc € Img, 
7 as 否则 ， 


ALA Ase) = shte). Mlk S- A, 

MA AREER AE BAT ELC SAGA) = AG) 一 
gp (UPD) = gle (GD) = g Gb) =gh = 
gh) Cit) 一 go 所 以 Ap 一 有 .六 此 4 BAA RR. if 

推论 14 FES RA BRAS PARRY, 

证 明 yp ar BA 1.3 知 AS AEP HY S- R ERGI pA 一 AS 
为 

Kal S > Apa) lr) 一 YESVYaeE A. 
对 任意 Sr ES, {EÑ a E Aplat) = rsa = gla}(xs) = 
(sa Cr) 所 以 sa) = søla) El pE S- AA. iad © A 使 得 
gla) = 9A 站, 则 对 任意 x E S gla) (Cr) = 9b) Cr) E] za 一 x6, 所 
以 a = b AWH p AAS. if 

下 曾 我 们 可 以 给 出 内 射 S$- 系 的 等 价 刻 画 ， 

定理 1.5 对 于 4 人- 系 E, 以 下 几 条 等 价 : 

Q) E EWIT S- A: 

(2) KTF Homs(— , ECM gee S-Act 到 集合 范畴 ) 把 单 司 态 
变 为 满 映射 ， 

(3) 任意 S- 单 回 态 ££ -4 是 可 收缩 的 ; 

4) FES Z BIRKA S- AAA f ;EB > BS, 

证 明 DS 是 显然 的 . 

DSD ”对 任意 5S- 单 同 态 f:E A, H E HARER NE 
在 S$- 同 态 g:4 -> 五 使 得 下 图 交换 ， 


所 以 7 是 可 收缩 的 ， 
>) 令 旦 一 下 ,由 推论 1.4 知 存在 S- 单 同 态 SES 
E. (3) 知 了 是 可 收缩 的 . 
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(OCD 下 命题 上 3 知 基 在册 射 系 ,所 以 由 命题 .2 知 五 
也 是 内 射 系 . i 

下 而 计 论 内 射 5S . 系 的 着 十 性 质 . 

命题 1.6 ”任意 内 射 系 必 合 有 鹤 元 . 

WA BERNERS AIS 一 SU ;0), 其 中 {四 是 单元 
S- 系 . BRAS RAAB 了:S >S. PGE a EE. 作 S- 问 态 g:S 一 
EA gi) 一 ss 和 ES. 出 才 的 内 射 性 知 存在 3S- BAS 一 五 
使 得 hf 一 g. WAO) = a E EMM Es E Sosa = sh) = AGO) 
=A = aH aE E WER. if 

命题 1.7 REGED ES- A.M] | E 是 内 射 系 当 且 仅 当 

iC 


对 任意 7 CLE, BARA. 
i BREGE D REAR. 对 于 任意 S- BAA go: 
A => BREES Rg A> [E FES- A5 hB — E, E4 


下 图 可 换 : 


所 以 由 直 积 的 定义 即 知 存在 S- 同 态 ALB > |E (E mA = hy. 

Viel iting = nhe. 由 于 i 是 任意 的 ,所 以 g 二 hg. 即 |] E Æ 
il 

内 射 的 

Rik. HITE 是 内 射 的 , 则 由 命题 1.6 MITE +e as 

元 , 设 其 为 8 一 (8),ey, 这 里 8 CE Vi EI RENER: E 

1.0, FÈ E E. 由 推论 1.4 知 对 任 谍 i E 了 ,存在 内 射 5- 系 A 以 
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R S- HMB SE,» Aiea: [[ E — E, M o: flá -> A; XH 
REG. h APIS HE TE Ee S-S S: E [TA a oS 
= fnm NiE LR xy © [| EERO = fy) HER E 
LIR = f = fO) = fm(y). i S ERA, A 
ma) = my). Ai e= y AES 单 同 态 .由 | [已 的 内 身 
= LR EC 7. 对 任意 a € ES | 
EE j=i, 
; Pis 了 天 1 
WW 2, = r) € [[E. BRB GE. (ala € Ej} ,pla) = r, 
i€f 
Æ S- BAA gp 一 元, 同 理 对 任意 a € A, 可 定义 S- APY ola) € 
[14 Ey = 0. 因此 对 任意 a € Ea = mga) = mefgla) = 
mevl(a) ,因此 有 zigyf; = Le. XA S- 单 同 态 f; 是 可 收缩 的 . 
所 以 E; ÆA S- 系 . # 
由 定义 可 以 看 出 ,内 射 系 是 投射 系 的 对 偶 概念 . 我 们 已 知 自由 
系 是 特殊 的 投射 系 . 下 面 我 们 给 出 余 自 由 系 的 概念 , 它 是 特殊 的 内 
HA 
定义 1.8 称 $- 系 4 是 余 自由 的 ,如 果 存 在 5- 系 如 使 得 4 一 
B5, 
显然 , 余 自由 系 是 内 射 的 ,反之 刘 不 然 . 例如 , 令 5 = 1,0), A 
= (9,a}), 按 普通 的 定义 即 可 使 A RA S- 系 , 设 a,8 E A’ 分别 为 
a(l) = 9, a(0) = f; 
BU) =a, 8(0) = @, 
则 ta,8} 是 4 的 子 系 .显然 {a,B) 不 是 余 自 由 的 . 但 由 定理 4. 17 即 
Sia, 8} BASH. 


我 们 知道 ,任意 S- 系 都 是 某 个 自由 系 的 商 系 . 从 推论 1.4 的 
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证 明 过 程 即 得 
DLI ËS- 系 都 是 某 个 仿 日 雪 系 的 子 系 ， 


§2 内 射 包 


设 4 为 S- 系 .由 1 的 内 容 知 4 了 可以 嵌入 于 内 射 5- RZP, 
HEZ TENH S- 系 包含 4 为 子 系 . 直观 也 讲 ,我们 希望 找到 一 - 
个 “最 小 ”的 包含 A 的 内 射 S- 系 . 这 需要 以 下 的 概念 

定义 2.1 设 8 是 S$- 系 ,A 是 避 的 子 系 .说 A 是 B 的 基本 子 
系 ,如 果 对 任意 S- 系 C 和 任意 S- 同 态 9:B 一 C, 若 pl4 是 单 同 态 ， 
则 9 是 单 同 态 . 此 时 我 们 亦 称 8 是 A 的 基本 扩张 ,或 者 A 在 B 中 是 
KA ik ASB. 

命题 2 2 设 8 是 5S- 条 ,4 是 8B 的 子 系 , 则 以 下 几 条 是 等 价 
的 : 

(1) A 是 BB 的 基本 子 系 ; 

(2) 如 果 4 是 BB 上 的 同 余 且 4 关 1, 则 4 限制 在 4 上 也 不 等 于 
l; 

(3) FE bib: © Bob, 关 by FER aa © Ara, 天 ar, 使 得 
a, ACH. 6b, ar; 

(4) ERE AS CS BAS-AC.ACELWHARAAS10 
4 限制 在 A4 上 也 不 等 于 1; 

(5) 任意 满足 4 筷 C 信 8B 的 5- 系 C, 若 定义 在 C 上 的 5- 同 态 
2 不 是 单 同 态 , 则 els 也 不 是 单 同 态 . 

证 明 (DS) HAR BEWARAAAL WE RAAB 
一 BA 不 是 单 同 态 ,因此 A 一 B/A ARR. BL APR TE A 
LEASE. 

(2)=(3) borb © Bb, A ba Tl ACh b) 41. C2) 知 
ACh, sba) 限制 在 A 上 上 也 不 等 于 l. 所 以 存在 aisar E€ Aa 天 az 但 
ACh, by ay. 
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(934) HARC LAMAWAKIMEES ECS 
Bb, Æ by, 使 得 b Ab. 由 (3) MF aa, € Ara, £ azs 满足 
a ACD, bo ay. PELA ajaz. 

(=(5) RS fA g.C DREW, M Kerel. HCD 
4 Kere RAE A 上 也 不 等 于 1, 即 存在 ayas E Aya, 天 ai 使 得 
glai) = gla). PA ela PRANS. 

(5) 过 (1) 令 C=B8 即 可 . WA 

推论 2.3 KRAKCHLBMAS BOAKTCACS.B. 

证 明 >> 显然 . 

=) 对 任意 向 和 € Bib, £ ba PE csc: € Cyc 天 ci 满足 
(E4902) E Albi ob). HEF cy cp MEF FE a, a, E Aya, 4a, HRC, 
a.) © Ae, sez). PELA Ca, az) E ACh, sba). if 

推论 2.4 设 4 是 8 的 基本 子 系 . APES-KAC.ARCSB, 
使 得 自然 包含 同 态 4 一 C 是 可 收缩 的 , 则 4 = C. 

证 明 iks- EA gC AME gls=1. Ue = 1, 所 以 4 
=C. ii 

推论 2.5 设 8 是 4 的 基本 扩张 ,C 是 4 的 内 射 扩张 , 则 B 同 
构 于 的 一 个 子 系 . 

证 明 ”由 C 的 内 射 性 知 存 在 5S- 同 态 /:B8 一 C 使 得 f|4 是 单 
fal AS. PLA / 是 单 同 态 . ~” 

为 了 给 出 内 射 5- 系 的 一 个 重要 特征 ,我 们 需要 下 面 的 技术 性 
gi. 
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fal4 是 妃 上 的 同 余 ,4 限制 在 A 上 为 恒 等 同 余 } 
PRR ATM A AASB 
证 明 4~4/4 是 显然 的 
ye BA EAR. BRE AA 上 时 为 恒 等 同 余 . E 
g . 
6,26, 6,9 by 
则 是 召 上 的 则 祭 , 且 2 限制 在 4 上 时 为 恒 等 同 余 . Roh, Mb, = 
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bas FELAD, 9 ba, AE bpb UGH AT p. HH A BBR AERIS A = o. 
Lb. sbe © B 55,76, MY bb, FELA b Ab, ALS, = be. 这 就 证 明 
了 ?是 BA 上 的 恒 等 同 你 , i 

下 面 给 出 内 射 系 的 一 个 重要 特征 . 

定理 2.7 3S- 系 4 是 内 射 的 当 且 仅 当 4 没有 真 的 基本 扩张 . 

TR ” 设 4 是 内 射 的 , 且 4 所 .有 , 则 包含 同 态 4 一 避 是 可 收 
缩 的 ,所 以 存在 S- S gB 一 4, 使 得 g1; = 1H ASB 
以 g 是 5S- 单 同 态 ,因此 4= B. 

反 过 来 , 设 4 没有 真 的 基本 扩张 , 设 B 是 4 的 真 扩张 , 则 有 妇 不 
是 B 的 基本 子 系 ,所 以 存在 BR 上 的 同 余 关 1, 但 4 限制 在 4 上 时 
HHSAR. SD = {po1p 是 马上 的 同 余 且 2 限制 在 4 上 时 为 恒 等 
ER). 由 Zorn 5) MNS PRR AKI RED à S| 2. 6 BP A 
二 A/AX,B/A, 所 以 A/A = B/A. REIHER b E B, FETEME BY a 
E 4 使 得 = a. WE S- AB S:B>+AA SO) =2,.V bE B, 则 
Jla 二 1. 所 以 S- 同 态 A4 一 B 基 可 收缩 的 .这 就 证 明了 4 是 内 射 S- 
R. M 

定理 2.8 设 4 是 S$- 系 , 则 存在 内 射 S- 系 8B 使 得 4 专 .B. 

证 明 ”由 1 可知 存在 内 射 S- ERRASSE S 

Z = {sB]A S BRE}, 
NEEE: 
BBS 

是 DHARE. & B= ÜB, HME 2. 203) 容易 证 明 A< B. BF 
以 由 Zorn 引 理 知 纺 中 有 极 大 元 , 设 其 为 恕 . 若 C 是 召 的 基本 扩张 ， 
则 由 推论 2.3 知 C 是 和 4 的 基本 扩张 ,所 以 B=C. 这 说 明 8 没 有 真 
的 基本 扩张 ,因此 由 定理 2.7 知 8 是 肉 射 的 . M 

定义 2.9 5- 系 4 的 内 射 的 基本 扩张 称 为 4 HARE. 

定理 2.8 告诉 我 们 ,任意 S- 系 4 都 有 内 射 包 . 

定理 2.10 33- 系 44 的 内 射 包 在 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 . 

证 明 ”由 推论 2. 5 和 定理 2.7 容易 证 明 . vA 
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因此 我 们 把 S- RA BAR ICA TA). 

Palo ee RHR TT A YP TCAD 即 为 "最 小 ”的 包含 A 
的 内 射 系 . 

定理 2.11 对 5- 系 和 4 和 B, 以 下 几 条 是 等 价 的 : 

(1) BB 是 4 的 内 射 包 ; 

(2) B È AHAHAHA K: 

《3) 如 是 4 的 极 大 的 基本 扩张 ; 

(4) B BARD MARTE. 

证 明 hEm? 7 AFR IE 2.5 AEROS). (2) 即 为 内 
射 包 的 定义 . 

MSO RAHAERMEACESB. RAS BRIBE 
<B. 所 以 由 推论 2.4 知 == B. 

(D>) 设 B8 是 4 的 极 小 的 内 射 扩张 ,1(4) 是 4 的 内 射 
包 . 由 推论 2.5 MICA) 同 构 于 B 的 一 个 子 系 .而 1(4) 是 内 射 的 ， 
所 以 由 B 的 极 小 性 即 知 B FCA). i 

许多 特殊 么 半 群 三 的 S- 系 的 内 射 包 已 被 具体 地 构造 出 来 , 参 
看 [89,28.521 等 . 


8$3 完全 a 绝对 纯 么 半 群 


S- 系 4 的 内 射 性 和 4 上 方程 组 的 可 解 性 之 间 有 密切 的 联系 ， 
为 了 揭示 这 一 -联系 ,我 们 先 介绍 如 下 概念 ， 

设 4 是 S. 系 .4 上 的 任意 方程 应 具有 下 列 三 种 形式 之 一 ， 

4 一 05 二 15 -过 ， (*) 

这 里 s,t € Sa A,x,y 是 未 定 元 .4 上 的 任意 方程 组 都 是 若干 个 
(有 限 或 无 限 ) 上 述 方程 梅 成 的 集合 . 我 们 记 4 上 的 方程 组 > 中 
所 含 方程 的 个 数 为 1 > 1. 

定义 3.1 称 4 上 的 方程 组 》) BAH. MRD 在 4 的 某 
个 扩张 条 中 有 解 . 
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下 面 的 定理 给 出 了 4 的 内 射 作 和 4 上 方程 组 的 可 解 性 之 间 的 
联系 . 

定理 3.2 ”对 于 5- 系 4, 以 下 两 条 是 等 价 的 : 

(1) 4 是 内 射 的 ; 

(DA 上 的 任意 容许 方程 组 在 4 中 有 解 . 

TA (> 设 》, 是 4 上 的 容许 方程 组 , 则 存在 4 的 
扩张 系 昌 ,使 得 》) 在 召 中 有 解 .四 为 4 是 内 射 的 ,所 以 自然 包含 同 
态 4 一 避 是 可 收缩 的 , 即 存 在 S- 同 态 f:8 一 4 使 得 /la 一 1. 显 
然 f 把 3》) 在 8 中 的 解 变 为 》) 在 4 中 的 解 . 

(D>) ” 设 8 是 4 的 扩张 系 , 则 存在 8 一 和 4 的 子 集 合 C 使 
得 B= AU (USe). 定 义 4. 上 的 方程 组 

5 一 {sr = a|s =a €E Avr EC} 
U {sx, = tza |se = td,c,d E C}. 

TRAD 在 8 中 有 解 tclc EC}, 所 以 >) 是 4 上 的 容许 方程 组 , 因 
wD 在 4 中 有 解 , 设 解 为 {a.lc E€ C}. 定 义 映 射 9:B 一 4 为 

la) =a, YaEA, 

pisc) = sas, VES YeEC. 
ADRE EAEL HeES-AD.¢i.= 1. 所 以 包含 同 态 4 
一 召 是 可 收缩 的 , 几 4 EAA. Hf 

定义 3.3 设 B 是 S- RABBIT Re 是 无 穷 基数 . 称 4 
ERB HE a 纯 的 (或 称 4 是 5 的 ee- MA) MRA LRAT 
未 知 元 且 满 足 | 》 | < wx 的 任意 方程 组 》) , 若 》) 在 B 中 有 解 , 则 
在 4 中 一 定 有 和 解 .如 果 4 在 它 的 任意 扩张 系 中 都 是 e 纯 的 ,那么 
就 称 4 是 a- 绝对 纯 的 ， 

由 定理 3. 2 知 对 任意 无 穷 基数 a, 内 射 系 是 a- 绝对 纯 的 . 显然 
S- 系 4 是 a- 绝对 纯 的 当 且 仅 当 A 上 的 只 有 一 个 未 定 元 且 满 足 
1511 之 x 的 任意 容许 方程 组 >) 在 4 中 一 定 有 解 . 

定义 3.4 ” 称 乏 半 群 S 是 完全 左 内 射 的 ,如 果 任意 S- 系 是 内 
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ATHY. 完全 右 内 射 么 半 群 可 类 似 地 定义 , 称 么 半 群 3 是 完全 疆 绝 驴 
SE OER S- 系 都 是 a- 绝对 纯 的 . 
关 主 完全 左 内 射 么 站 群 的 讨论 我 们 放 在 下 APES 
KER a- 饮 对 纯 么 半 群 ,其 让 要 结果 选 自 | 1416 1. 

定理 3.2 表明 ,S- RA MARE aot AE AE e 
解 性 来 刻 向 ,下面 的 定理 说 明 , 完 全 左 内 射 么 半 群 也 可 通过 a- 绝 
RP ARE K Afi. 

定理 3.5 KSL PH CRAM a> |S). Mon Pa 
条 等 价 : 

(O S$ 是 完全 a MRA; 

(2) S BREAN S BE. 

证 明 (2)->(1) 由 定理 3. 2 即 得 结论 ， 

(1) 过 (2) WARS- RREA 4 是 内 射 的 , 沁 4 的 内 
HH ILA). > 

Z = (B, |A SB SKA), p€ Homs(B,A) Hela = 1}. 
四 为 (4,1) E Z, AAZ ED. RBA) Bop) E ZE 
(BLA) S (Brp) SRB S R: H ele, =p. ZRT < HR -TE 
FR. 容易 证 明 纪 中 的 任意 升 链 都 有 上 界 , 故 由 Zorn 引 理 知 用 中 
有 极 大 元 , 设 其 为 (Bo,9). 下 证 Bo 一 了 (4). GWE BF TCAD 
存在 2E KA) — By. SC = B, YU Sb, MA ASC ICA). 考虑 方 
BA 
> = {sz = alsb=a.s © S,a € Ba) 
U isz = tr|sb = thys,t € S}. 


1>) SISI + {SP <e. 
MS) ICA) PHARD k BH a 绝对 纯 性 知 > E B PARR., 
REA a € B,. HAA: pC > A, 
g(a) = lu) Ash) = seta). Ya E BysES. 
设 sb = tbh WB sz = tx € X). IUA sa, = tas, HE Ylsb) = 
. Ad» 


SQ (au) = Hla) = G(ta,) = tp lar) = Geb). BEES CS HEB 
s =a EB,, 则 方程 sx =at 5. RA say = a. 所 以 sb) 一 
3 多 (as) = & say) = Gla) = 人 ca). 这 就 证 明了 gp 是 映射 .显然 2 还 
是 S- 同 态 . 因为 9814 = Ala 二 1, 所 以 (C,9) E ZD. LERGA) 
SE, p. 这 与 (Bo,%) 的 极 大 性 矛盾 .所 以 By = ICA). WEE S- 
le] ATCA) AER ala = 1. 这 说 明 4 是 F4) 的 可 收缩 子 系 ， 
因此 4 是 内 射 的 . rie 

我 们 称 C(* ) 式 中 的 三 类 方程 分 别 为 1 ，I ,下 型 方程 .由 定 
理 3.5 的 证 明 及 定理 3.2 即 知 有 

推论 3.6 SERPAAH SZ RHENT- RA, 
4 上 的 由 !.0 型 方程 构成 的 任意 容许 方程 组 在 4 PAR. 

定义 3.7 设 4 是 S- 系 ,4 是 4 上 的 同 余 . 称 4 是 a- 生 成 的 ， 
如 果 4 的 生成 元 集合 之 基数 之 a; 称 4 是 «生成 的 ,如 果 4 的 生成 
元 集合 之 基数 二 a. HA Be 表示 的 ,如 果 有 4 之 F/4, 其 中 下 是 a- 
生成 的 自由 S- 系 ,4 是 下 上 的 a- ERRA. 称 4 是 循环 -表示 的 ， 
MRA Be RRAAK = S. 

a= Ry ifa- 生成 即 为 有 限 生 成 . 我 们 称 So- RAR S- 系 为 
ARRA S- 系 , 循 环 S 表示 S- 系 为 循环 表示 S- 系 . 

以 下 总 是 假定 a 是 无 穷 基 数 ， 

引 理 3.8 WBBRS-A,ABBHFAM AEB HE a oh 
的 当 且 仅 当 :对 任意 循环 “表示 $- 系 M ,任意 S- 同 态 FM 一 至 ， 
M 的 任意 满足 | 了 | <e, L) TAHTES L FES- 同 态 g:M 
一 4, 使 得 对 任意 zxE Lg(x) = f(x). 

证 明 i AEB pE a 纯 的 .因为 MM 是 循环 a- 表示 的 , 故 
F i M = S/A, 这 里 4 是 S$ 上 的 -生成 左 同 余 . MRL= g HiL 
1s: Wj M = S. 这 时 作 同 态 g: 放 一 AW gs) = say 3X Ba AP 
事先 固定 的 某 个 元 素 , 则 g 即 满足 要 求 . FRE l XLA Ø. ik 
4 的 生成 元 集 为 C, 则 |C| <a 对 任意 z E Liz 可 表示 为 w.,u. E 
S. RERS a. ES iF =u, ia. 二 f(z) = fa). SBE 
组 : 
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DL = IC] + |L <ete a. 
WEEG O CC. 
TO) = AG) = f0) = fa). 
LHE Ë z€ L, § 
uf O) = f.) = a,. 

FEL Y, 在 8 中 有 和 解 SD). BA AE BH e- Hi AD 在 4 中 
有 解 , 设 其 为 a. 作 5- 同 态 g:M 一 A,g(s) = sa. s = tM sàr. HF 
以 s oe REEE meou, ES, a) BOs) E CG = 1,…， 
n) :使 得 


S = Ut 一 esor erty 一 Sort = i, 


BRL sa = usa = uta = usa = tba = o = uta = ta. HULA 
8 是 映射 . 显然 g BIA. 对 任意 < € Lie) = glu.) = ua =a, 
= f(z), 

反之 , 设 > 是 A 上 的 一 个 未 定 元 的 方程 组 , 旦 | > 1 <a>) 
E B HAR b REER, 在 4 中 有 解 , 令 

H = ({((s.|st E Sxr= tz € SN 
WAHH ERB SHERR. 因为 | >; | <e A H| <et 
S/A RMR ae- RRN. S £S/A—> BH f(s) = sb. 和 前 面 的 证 明 类 
似 地 可 知 f FE S- AA. 设 
L= {s € S/4| 存在 》 中 的 方程 sx 二 ava € A}, 

MILIS ID <a, HIERS E L, SG) = sb =a € A. 所 以 由 
条 件 知 存在 S- 同 态 g:5/4-> AAPM ERs © L.A gs) 二 f(s). 
设 gO) =a, € 4. 对 任意 (5,t) © Hs = z, BTU say, = sg) = 
g(s) = g) = tg(1) = tas 对 任意 方程 sz =a € > Sao = 
se) = 26) = f(s) = sb =a. ERVI ao WD) E A PH. 

KA S- RARA o BMPS HERR NAN | 
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一 a, 则 存在 a € 4, 使 得 对 任意 sE NBA saa BREAN 
一 元 子 系 , 则 4 具有 a- 零 元 (对 十 任意 o). 若 15| <a W ARA a- 
零 元 当 上 且 仅 当 A 包含 -一 元 和子 系 . 

引 理 3.9 MPL S- 系 4 ,以 下 两 条 等 价 : 

(1) 4 是 ax- 绝 对 纯 的 ; 

D 4 具有 <- 零 泡 , 且 对 于 任意 循环 4- 表示 左 S- 系 CC 的 任 
Èa ERUTAB AES- AS gB A FESADA, 
使 得 /|s = S. 

证 明 D>) BNCS,A IN| <e 考虑 方程 组 

= = {sr = tr|r € N}. 
显然 | >,| <e 因为 4 的 内 射 包 1(A) 是 内 射 的 , 故 存 在 bE€ ICA) 
使 得 对 任意 sE Ssh = b. 所 以 >) EIA) 中 有 解 .而 4 是 oa- 绝对 
纯 的 ,所 以 >) 在 4 中 有 解 . 即 存在 cE 4, 使 得 对 任意 CN, Asa 
= a, 

设 FA 是 4 的 内 射 包 , 则 存在 S- BS AC ICA), EAA |a 
= og, 这 里 5 是 自然 包含 同 态 4 ~ ICA). FEB HERTE M IE 
得 |M| <a. WHER OE MACS) = ogb) = g (6) E 4. 又 因为 C 
是 循环 a- 表示 的 ,而 AE a 绝对 纯 的 ,所 以 由 引 理 3. 8 知 存在 S- 
同 态 7:C 一 4 使 得 对 任意 5 © M, f(b) 一 h(5). 所 以 f(b6) = go). 
因此 对 任意 xz E€ BLA f(x) = gla). 

(2) 一 (1) 设 4 科 中 ,我 们 要 证 明 4 在 如 中 是 e- 纯 的 . 设 M 
= S/A 是 循环 -表示 S-AS:M> BES- AR LEM HER | 
BHL <a, fy CA, hS 3. 821K UE ATE S- fl Bg: 
M— A, 使 得 对 任意 z E L.A ge) = fe). 

RL= .车 = 1s; 则 取 定 a € AS gM AREE) 一 
sa. 其 关 1s, 则 设 和 A 有 一 个 生成 元 集 吾 使 得 | 机 | <a. iK = {s|s 
E S, EH: ES AEG, D 或 (ts E HN K| = IH| 十 |H| 
<ata=a, ARRE a E 4, 使 得 对 任意 s€ KK sasa. 
所 以 对 任意 (5 E Hisa =a ~ ta. PERE g: M > A, gG) = sa. 
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和 引 理 3. 8 的 证 明 类 似 地 可 知 g 是 有 定义 的 且 为 同 态 . 

BLA DIN =Y Sa MN 有 一 个 生成 元 集 工 满足 | 上 | < 
a. Sh = fly:N>B,M h(a) = fla) E AW a © L.A BEN 
到 4 的 同 态 . 故 由 条 件 知 存 在 S- AS gM —> A 使 得 glv = h. K 
以 对 任意 € Lg(z) = A(z) = f(z). iif 

称 乏 半 群 5S 具有 a- 右 零 元 ,如 果 S- 系 sS 具有 o Bor. 

定理 3. 10 对 于 乏 半 群 S, 以 下 条 件 等 价 : 

(1) S 是 完全 < 绝对 纯 么 半 群 ; 

(2) SRA Fm HXT S 的 任意 a- EMAAR AER a- 
RACH Ew E 工 ,使 得 对 于 任意 *E S$, 有 sasw, 且 对 于 任 
B sot E SF sit, Ml swatw. 

证 明 DS RLOCSAIL| <a AAS Bo 绝对 纯 
HE SFB 3.9 IS 具有 u- RE. 

设 $ 的 左 同 余 4 和 左 理想 了 如 (2) Bas S/A EGE e- 表示 
S-A TARSAL A, AT/A fhe PRN. 因为 I/4 是 a- 绝对 纯 
的 ,所 以 由 引 理 3. 9 知 存在 3- FAAS fS/A> T/A AEBS lia = 1.70 
fD = 名 ww 7 了, 则 对 于 任意 s € 1sw 二 sw = sf) = fs) = 
s sat. fG) = (20), 所 以 sw = sw = sf) = f0) = w= 


W. 


()>) RAÆS-R.ÆLCSH L| <a Mh 2) Ms 
具有 a- 右 零 元 ,所 以 存在 z € 5S, 使 得 对 于 任意 s E L, = z, ER 
a € AA, 则 对 于 任意 s € 工 ,sza = za. XW A RA a ST. 

设 忆 是 循环 a- BAR S- ROBEC H ERTA. ELEBE 
生成 集 且 || <e. Rg: BARBER S- AA. 不 妨 假定 C =S/A, 
其 中 2 也是 a- 生成 的 . 任意 5 E LTE s € S, 使 得 5b = se 

K=(sj6€L}, T= U Su, 
则 了 是 S MAH. XAA |K] = |L| 之 a, 所 以 由 条 件 可 知 存 在 
w 和 了 ,使 得 对 任意 € siw, HITE st € S,sX=>swdtw. 
HEMET fC + A 如 下 : 
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SG) = gGw), YsEC. 
容易 证 明 B=. g Gw) = giw ABM. Hs = t, sw = 
zw, 所 以 f BA. 显然 了 还 是 同 态 , 对 任意 XE BLADE 
Lot ES 使 得 x = tb. RU x = ts, = ty, K f(z) = fGs,) = 
gsw) = gs) = gix) BN fle = g. POS 3. 9 AE 
a- 绝对 纯 的 ， FA 
推论 3. 11 对 于 么 半 群 5, 以 下 条 件 等 价 : 

(1) 5S 是 完全 左 内 射 么 半 群 ; 

《2) SHAS. AMFERBARRAERABE I FE w 
ET MERRIER s 和 Tshsto ,日 对 于 任意 s,t € 9 stt>swaitw. 

证 明 “” 令 “是 无 穷 基 数 且 xy>> 1S1. 由 定理 3.10 知 S 含 有 右 
零 元 9. 由 命题 4. 1 知 若 S 是 完全 左 内 射 么 半 群 , 则 3 的 任意 左 理 
ADR] A SCE. sE sS, WA SOs SOR SOS SOs. 所 以 有 
ds = 0,0 S GAEI. 其 他 结论 由 定理 3. 10 和 定理 3. 2 即 得 . / 

PKS- 系 A MAR LEA. SR A OS 绝对 纯 的 . 

推论 3. 12 FAFS, AUFRIE: 

(1) 所 有 S- 系 都 是 绝对 几乎 和合 的， 

(2) S&H SS. 右 零 元 ,是 对 于 任意 有 限 生 成 堪 同 余 ,任意 
有 限 生成 左 理想 I FF wE 工 使 得 对 任意 >E 了 ,ssre, 且 对 于 任 
E s. © S,sAt>switw. 

证 明 ”在 定理 3.10 Pea = &, BPA. if 

推论 3.13 SEZA o MAS ERT BS Bo ERA 
理想 , 则 了 可 由 常 等 元 生成 . 

证 明 SRR A= ls, 则 由 定理 3. 10 知 存在 € 了 ,使 得 对 任 
意 C I,sdase. 所 以 s = se. Pel Hb e = e. BRI = Se. H 

下 面 我 们 给 出 一 个 么 半 群 的 例子 , 它 是 完全 o- 绝对 纯 的 ,但 
不 是 完全 S- 绝对 纯 的 . 

例 3.14 设 R 是 实数 集合 ,任意 ea,2E R, 规 定 2 b= b-a 
=min{a,6}. 显然 R 关 于 上 述 乘法 构成 一 个 交换 半 群 . 令 S =R. 
Ba E Sa #1, U Sa = (blb E R64a}, 显 然 S1 二 5S. 设 1 是 
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S 的 有 限 生成 堪 理想 , 则 存在 cj,…'ev, € S, 使 得 T= Sa U U 
San BEF a = 1A) =S. FUERA A AR w = 1 即 可 
利用 定理 3. 10. 下 面 假定 aavE R. dw = maxia san} U 
I = (bb ER bow) = Sw. 设 4 是 S$ 上 的 任意 不 同 余 . 显然 对 任 
Sst CSF sht, Ill swAtw. FZ a,.,a, ES 有 La 关 1,i 二 1,*…， 
m. 令 a = min{a yan} 则 对 于 任意 S l,m, A diao = ao. 
若菜 个 a; = 1, 则 对 于 任意 7 CS HAaec=— 2. MWS ASA 
FETC. 由 定理 3. 10 即 知 S 是 完全 Wo- 绝对 纯 的 . 

MRS FERS Si 绝对 纯 乏 半 群 , 则 由 定理 3.10 知 5 具有 
3S, Bs. > 

H={-—1,—-2,—-—3,) C8. 

BAIA) = So. <8. MARE a E SAB MERA E H, $ ha 
=a. BRaF~ 1. 所 以 ha = minha}. HAM ERHEM GT OB. 所 
VAS 不 是 完全 N 绝对 纯 么 半 群 ， if 

推论 3.12 给 出 了 所 有 S- 系 都 是 绝对 几乎 纯 的 么 半 群 的 “ 理 
想 同 余 ” 特 征 刻画 ,关于 这 类 么 半 群 的 “元 素 一 一 理想 ”刻画 
可 参见 Gould 的 系列 论文 . 
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8 3 中 得 到 了 完全 左 内 射 么 半 群 的 “理想 lal ae” 特征 ,这 
一 节 研 究 完 企 左 内 射 么 半 群 的 “元 素 一- 理想 ”特征 . 

关于 完全 左 内 射 么 半 群 的 研究 最 早 开 始 于 Feller 和 Gantos 
的 文章 [353, 在 该 文中 ,作者 研究 了 窜 等 元 都 旦 中 心 元 的 完全 左 内 
射 么 半 群 . 随后 在 [36- 中 ,Feller 和 Gantos 又 研究 了 完全 内 射 么 
半 群 , 即 娩 是 完全 左 内 射 又 是 完全 右 内 射 的 么 于 群 ,还 是 Feller 和 
Gantos ,在 文 L37] 中 研究 了 完全 右 内 射 群 并 . 这 些 都 是 特殊 情形 . 
关于 一 般 人 情形 下 完全 左 内 射 么 半 群 的 特征 刻画 问题 ,分 别 被 
Fountain[45] 和 Isbeli[71] 独立 地 解决 . 本 节 的 内 容 主 要 选 自 于 
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Fountain 的 文章 145]. 

首先 给 出 完全 左 内 射 么 半 群 的 若干 简单 性 质 . 

命题 4.1 如 果 3 是 完全 左 内 射 么 半 群 ,那么 的 任意 左 理想 
#8 FY i FE ICH AK. 

WEAR LAS 的 左 理想 , 则 工 是 内 射 S- 系 . ARATE S- 同 
态 fS > LAH S|, = 1. KL = SS) = SPO). BAS) 
= f(f)1) = f(fO)) = fl) BP fC) ERI. H 

引 理 4.2 KS RARER RAA h EEE, 
ef € ECS). eS ÍS, i] SeT Sf. 

证 明 eS SS, Me 二 fe. 又 因为 Se S/H RSE 
RL Se = SS RA S/S Se REE e = ef RA f= fe. BZ 
有 Se 之 SI. He 

命题 4.3 RS a PRA A SED Op OT SE 
(例如 ,S BCAA NRHA) 

d) S EARP, 
2) WEB e, f € EWS) ec#foe = f; 
(3) 对 任意 eE ES) AER aE SE Ba’ a" € Via) ,aea’ = 
证 明 (1) 由 命题 4.1 即 知 S 是 正则 的 . 设 e,f © ECS), M Se 
Z Sf SIC Se. WBE Se CSF Wee = ef. 所 以 
(fed(fe) = fef)e = fee = fe, 
HD fe € ECS). 所 以 S 是 纯 整 的 . 

(2) ReRe f © ECS), WASE 4.2 Mesh. 所 以 es 站， 
从 而 e = f. 

(3) 因为 


(ae) (ea') (ae) =aea'ae = ala’'ae)(a'ae) 


ala 


=a(a'ae) = ae, 
(ea! ) lae) lea!) =ea'aea' = (ea'adea'ada’ 
= (ea'a ja = ea', 
所 以 ea' € V (ae). E) ea" € V Cae). FFL 
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aea! = (ae){ea' \Rlae) Z ae) lea”) = aea". 
又 因为 (aea') (aea’) = alea'a)lea'aja' = a lea'a ja’ = aea' 所 以 
aea' © E(S). FH aea” € ECS). 所 以 由 (2) BPA aea! = aea”. // 
命题 4 4 如 下 两 条 是 等 价 的 : 

《1) 5 的 任意 有 限 生 成 左 理想 可 由 寡 等 元 生成 ; 

(2) S MB AERA ES) 是 左 零 半 群 的 链 . 

证 明 (1) 二 (2) 由 命题 4.3 即 知 S 是 纯 整 么 半 群 . 令 B= 
E(S). 由 Howie[70] 中 的 定理 N .3.1 知 8B 是 矩形 带 Ey(YE€ 中) 的 
eR, APR E BDH BR Z-Z. ef E Ere RS AART 
EMER S EZ = Z NBX B), 所 以 有 e 统 sf. 由 命题 4.3 即 
Sle = f. 这 说 明 对 任意 ”E D,E, Æ B H -XAT Er EAF 
ME i a,8 ET, eE, f € Ep Ml Se CSF RSF CC Se. 所 以 e 
二 ef 或 /二 fe, 因此 a 二 a8 或 8= Pa A a SPRS HL 
是 链 . 

D>) ”直接 验证 . Hf 

ATEEK. RK ORR OR ERE S TR 
中 都 有 最 大 元 

命题 4.5 ”以 下 两 条 是 等 价 的 : 

(LD) 5 的 任意 左 理 想 都 可 由 突 等 元 生成 ， 

(2) 3 是 纯 整 么 半 群 , 且 存 在 对 侦 良 序 链 卫 , 以 及 左 零 半 群 
EO € T) (818 ES) =U E BER ,BE T, # a < B, 则 
EE; G E, R Esk,. 

证 明 C=] (2) A Ap 4. 4 BIAS eo OE, H EGS) 
是 左 零 半 群 的 链 , 所 以 我 们 只 需 证 组 荆 是 对 偶 良 序 的 即 可 . 设 4A 是 
DAES FM. 对 任意 wE Ae, € E MERR U Se. Ft HEF 
元 生成 , 设 LU See = Se. 容易 证 明 存在 m% € A, EAE Sea E Ses Y a 
和 AHL ao 即 为 4 中 的 最 大 元 . 

(2) 二 (1) LESHER. AAS EEK, MULYA 
BSC. 因此 存在 a € 厂 , 使 得 上 门 5。 关 I. 设 x& 厂 是 集合 {ala 
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ELLY EA Ø) PRKL. Ake E LN En W Sec Lit 
zE L Mjr ELE r EV). BIE BE DBR ac E 
FE, BR Sa. MM wre € EET Es AWE, EAR PRE, VA 
ale = (r'r) lri xe) = a’ xe © Se, Mi x = xr x € Se. 这 就 证 明 
T L= Se ERA BT ARSE. if 
设 B 是 带 .定义 吾 上 的 等 价 关 系 K 为 

B= { le, f) E BX BleBe ~ FBS}. 
对 任意 (e, 广 € 有 , 记 W, jy 为 从 eBe 到 了 BJ 的 所 有 同 构 的 集合 . 设 
a € Wer 如 下 定义 a E IBIZ) fle E FBA GĦ, AX) 
表示 集合 X 上 的 所 有 部 分 -一 映射 所 构成 的 半 群 )， 

aL.) = Lans a(R) = Runs Wz € eBe. 

LF RABE X LOMAS SR AER. 对 任意 (e,/) E 
We FE pe © Faye Pl Ay © Tam 如 下 ; 

PCE) = Fens AR) = Rape Yue B. 
WZT HRA X EMT RB RT OP RAE BE FOXY 
AF (X) Be AF OX) 的 子 半 群 . 所 以 我 们 可 以 在 AF B/L) 
HERR ww,, 在 PI (B/R) 中 作 乘积 a A ie 

Wh = Yp bea, Apja E Wae 

若 SEER RINES AS 的 反 半 群 , 即 :作为 集合 ,3 = S ,而 
5S -中 的 乘法 定义 为 xx*y = yr. 

定理 4.6 RRMA 

O) We Z CB/D) X F (B/A HAST BR; 

(2) Wa WE SICH BS = {1(p.,A)le E B), HB" = B; 

(3) MRE B 等 同 于 B, 则 在 Ws 中 有 

AN (BX B) = &; 

(4) (eS). (eh) ERK a EWB E Wps WME 

G) Capsa, ARY RO BT ADSS Lh; 

Gi) Capsa AL e Biper B, AER g. l 

该 定理 的 证 明证 见 Howie 的 [70] 和 Hall 的 [67]. 注意 
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LTX) 中 的 合成 映射 是 从 右 到 左 的 复合 ,而 在 HowieL70] 中 的 
合成 映射 则 是 从 左 到 右 的 复合 . 

称 上 面 构造 的 纯 整 半 群 Wa 为 带 B 上 的 Hall 半 群 . 

定理 4.7 ” 设 B 是 带 , 则 如 下 三 条 是 等 价 的 ， 

(1) A 是 We 上 的 左 司 余 ; 

(2) MERA BERS AEC) =~ BM RS LARA: 

(3) 对 任意 e,f € B, 任 意 同 构 a,B:eBe > [Bf MR r E 
eBe ,MW alr) FP RC). 

证 明 (DSU) 由 定理 4.6 知 这 是 显然 的 ， 

DSB) the f€ B, Ha Bebe 一 BF 是 同 构 , 则 (e， 方 
E U aB EW, sir © ebe, WARE g E BRB x = ege. ii 
gig 上 的 单位 自 同 构 为 6. 由 定理 4.6 Aapa, A yR Pes 
Bo Ar) Hip, 54, A (Bp BT Ar) ,以 有 aps 0 Ar 
BiB A) AK 26 是 Wa 上 的 左 同 余 , 所 以 有 

(Bf, ÔT Ag) (a, 0, 00, MD (Ops GAO Br A). 
在 Ws 中 进行 计算 (参见 HowieL70] 中 定理 W2.17 的 证 明 ): 

6:0, Ò; Ap) (aps ar AF) = (Wp A) a 
810g rÔ A Bipes BT Ar) = Ok On 9A) s 
Hh i = 6-1i(geg),j = alege).h = 8 (peg) .k = Blege).7 € 
Wiot € Wi. 因此 有 
(pn AD RTE O Dy TAGs 
出 定理 4. 5 即 得 j7 k, FENA 
alz) = alege)” Blege) = B(x). 

(3)>(2) iS eA HA EG) = Babe € S A 
ab WEE a! € Va) d © Vb) ,使 得 aa = bbad = bh. 

为 了 方便 ,我 们 不 妨 设 E(S) = B. BR caP cb. 下 面 只 需 证 
H calch, FEMA cat ch. 

on FE BRAY «,8:aa' Baa’ > a'aBa'a: 

ah)=aha, BA) = b'hb, Yh E aa'Baa'. 
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BIR a, BREMA aa’ Baa’ 2 a'aBa'a 的 同 构 , 从 而 (ea' ,a'a) EX, 
a, EW Re EC Vc), Mac E Vica). 由 条 件 (3) WA 

ataa'c’ caa’ ) £” 8(aa'c'caa’), 
从 而 有 

alaa'c'caa' ) £5 Baa'c’ caa'). 
于 是 我 们 得 到 

l caf a'c ca = a'aa'ccaa'a = ataa'e'caa'), 
L Baa'c'caa’) = Abe chb') 
= b'bb' c'cbb'b = bc! ebs ch. ~” 

称 带 B 是 刚性 的 ,如 果 对 于 任意 (e,f) € HW. |Wey| = 1. 

引 理 4.8 H B 是 刚性 的 , 当 且 仅 当 对 任意 e € B,eBe 只 有 
一 个 自 同 构 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 .下 证 充分 性 . 

BIHER e € 8,eBe 只 有 一 个 自 同 构 . BREA € W.a.8 
EW,; 且 a 去 B, 则 a,8:eBe 一 了 Bf 是 同 构 , 所 以 8-'a 是 eBe WA 
同 构 . BRP a 关 1, 所 以 eBe BAAS A AM. FB. NA 

命题 49 DS 是 纯 整 半 群 ,其 守 等 元 带 是 左 零 半 群 的 链 , 且 
此 链 是 刚性 的 , 则 名 是 S 上 的 左 同 余 . 

证 明 ” 设 5 MRS S = UE. Hp r BH. AMER ò 
ET, E BEELER ô < ÒM) EEs CE; D EE, 设 zy EE 
B, H 2y, WM c= rysy = yo. HLA DEH c A y ERI Es 
中 . 反 过 来 , AA E 是 左 零 半 群 , 所 以 对 任意 oy E ks 都 有 
at y 这 说 明 每 个 E BRS 类. 

设 e,f € Bia, BeBe > FBS 是 同 构 ,x E eBe. 由 定理 4.7 知 
我 们 只 需 证 明 alr) L"). 

Bee Enf € Es. MP ELAR OF > OT MER KE 
6T, 如 果 存在 zx € È, 门 eBe, 使 得 <(z)E Ee, 则 规定 a(p) = €. iE 
X,YVEE, 门 eBe, 使 得 a(x) E Eya(y) E Ee. AHE, BEFFE, 
所 以 a(x) = alxry) = alr)aly) E EEr ,因此 上 委 名 . 同 理 可 证 名 

Pe 


<E HA E= E, MA Hate) E FBS, HW feta) = alr). eR 
可 得 到 二 人 $$E€ HT. 这 就 证 明了 4 是 映射 . 设 &,x' E OT ATE 
E E, N eBe.rx' © Ep (| eBe, 司 得 a(x) E Erala) © Ee MY ze’ 
E En N eBe.aler') = arate’) E Ey. KAR alee’) = 
adal), PEA a EAE. 对 于 如 上 的 ora, WR elr), 
a) E E BBA alo) alr). AY a ETA A ca ,因此 
w= p.K a RAA. LE EC OTE. SBIA PRA 
Sik & 是 满 同 态 .总 之 我 们 证 明了 “是 同 构 . 

HE, EX pSr > OT RAH Ae 及 也 是 同 构 . AA 
是 刚性 的 ,所 以 & = B. 对 于 x € eBe Fete e SO, Ea CEN 
eBe. BH ayo) 一 BGO), 所 以 存在 ET, 使 得 a(x) B(x) E E 
FELA a(x BC). if 

现在 我 们 就 可 以 给 出 完全 左 内 射 么 半 群 的 一 个 重要 性 和 项 ， 

定理 4.10 设 S 的 任意 左 理想 都 可 由 寡 等 元 生成 (例如 3 是 
完全 左 内 射 么 半 群 ), 则 er 是 $S .上 的 左 同 余 . 

证 明 ”由 命题 4.5 知 3 是 纯 整 么 平 群 , 旦 上 (3) 是 左 零 半 群 的 
对 侦 良 序 链 . ECS) = UE, Sop Es BEER EMR LF 
链 . 由 命题 4. 9 知 我 们 只 需 证 明了 是 刚性 的 即 可 . 

ite E Te 是 3 上 的 自 同 构 . 显然 <(9) = 0. 作 集 合 

Y = {x € 6P jalu) Hg}, 
RYZA KATER RE. AY PRRAT RED o Xt 
EB u © OP. > phh aG = p BE au) € ST. E alm) 
> py Mil alalu) ) = ale) ALA aC) = mo 矛盾 ,因此 ao) < 
o BEER EC or, H E > pm MM aE) = EE ES we Mi DS 
alm) < po 因此 wm € r RARR. TIE 

FRY = A, Bia HoT EA Ai A. APL i IP 4. 8 
s r EREM. E WV 

为 了 给 出 完全 左 内 射 么 半 群 的 “元 素 - 一 理想 ”特征 ,我 们 还 
HEV THER. 

» 56° 


iS 的 任意 有 和 限 生成 左 理 想 均 可 由 医 等 元 生成 . 再 设 工 是 $ 

的 左 理 想 . 如 下 定义 S 上 的 关系 f 
agba 一 了 后 了 ,或 as 和 一世 旦 存在 
: Res fC S 一 工 ,使 得 af = of. 
记 r Wo, GS. 

引 理 4.11 zt 是 S$S 上 的 左 同 余 . 

WAR iL = Sese E EGS). 显然 we BA RH MA. PEKA 
我 们 只 需 证 明 o AAT REAR AY. i abe E S H asb Njam b 
ELMabeS— 1 OER SC SCS Laf = Of. R 
a =b € L, Mca=che L, HELA cacib. 设 后 者 成 立 . 因 为 了 短工 ， 
所 以 Se Sf, Mile = ef. iZ ca E LW cbf = caf = caef = cae 
E L. RiR cd & LM ch cbf, Alb ch & Sf 从 而 Sf Sch = 
S (cb)! cb XE (cby’ E Vich). HEA f = Sebeb Mii f = P= 
feb cbf CLLR. AK ch E L. AHA PEL Mca Ek. 

设 casch € LW ca = cae = caef = caf = cbf = chef = che 
= cb, ATM caa,cb. 

iZ cach & LWW caf = cbf AE cased. if 

命题 4.12 ” 设 5 是 完全 左 内 射 么 半 群 , 工 是 5 的 左 理想 , 则 存 
在 竺 等 元 ce 使 得 一 Se, 且 e 和 5 一 1 中 的 所 有 叭 等 元 都 可 交换 , 

证 明 ”由 引 理 4.11 知 是 8S 上 的 左 问 余 , 所 以 由 3 中 的 推 
论 知 存在 x E 工 , 使 得 对 任意 y E LA yzrry， 且 srt 一 szrrt2, A 
此 对 任意 y E Lys = yy 从 而 x 二 x 上 = 二 SrL RSE SDA 
ECS) WU Sf = 1S Serl RU fata. {ha fe E LPEE r = 
fz. MW Sr = LE SSPE z= arf Mii xf = fe. WA 

引 理 4.13 iS AYE RA PAE aR 7c EG H hA So 
eE ES), a,b E S — Se, WH FEB a’ € Via). EVOA 

(1) ea’ Se; 

(2) aee; 

(3) aeAbeSaea’ = beb'; 

(4) ea Keb! Sea’ Seb". 


证 明 O) WA aaa =a & Se. Py Se Z Sa'a, pA ii e = 
ea'a. PEVA ea! He. 

(2) 因为 a & Se, 所 以 Se C Sa. A Se = Se’? C Sae C Se, 
Kin Se = Sae, Hi aee. 

(3) 由 命题 4. 3 知 S 是 纯 整 半 群 ,所 以 aea' beb! € ECS). 由 于 
ea’ © Vitae), 所 以 aea! = (ge)(ea') = (ae)(ae)' Hae. E) # 
beb Rbe， 因 此 由 命题 4.3 (2) 即 得 : aea' = beb' aea’ Rbeb' 
aeXHhe, 

(4) 由 (1) 得 ea’ HeReb! 所 以 ea’ Heb! Sea! Æ eb, if 

KLES 的 左 理想 ,a €S— Lid 

L, = {cE€Sla E L}, 
m LS 的 左 理想 . 

引 理 4.14 设 S 的 任意 左 理想 均 可 由 之 等 元 生成 ,LL = Sea 
ES5—L,a €V(a), WL, = Saea'. WMR e MS — LPNA R 
等 元 都 可 交换 ,那么 aea' ea ,上 且 对 任意 z,2ES 一 工 , 下 述 三 条 是 
等 价 的 : 

(1) La = Ls; 

(2) WHER a’ E V (a),b' E Vb), ea’ Seb! ; 

(3) SER a E Vla) db EVO) ca’ Het’. 

证 明 和 引 理 4. 13 的 证 明 类 似 地 可 知 e = ea'a ,所 以 aea'a 
= ae € L, KE aea' E Li. i La = Sff = f E S NH aaa = 
4 和 3 一 工 ;, 所 以 ea & La AH SSE Sae , Mit f = fae’. fe 
LM fa € L, BRA faea! = fad! = f, iti Sf E Saea'. 这 就 证 明 
J L, = Saea’. 

Re MS — L PHA ICA HR N eaa = e = aae, fi 
bh ea’ = ea'aa' = a'aea'! € Saea’ C Sea' ,从 而 ea! Yaea'. 

对 于 题 设 中 所 给 的 a,5, 由 引 理 4. 1301) 知 ec HeHeb’. 所 以 ， 
ea’ Heb! ea' Leb! Saea' Lheb! SSaea' = Sbeb SL, = Ly. if 

5( 4.15 SHARAR h SCE ES 的 
左 理想 , 则 
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(1) MRebES—LiokS FHA RABEL Bo BH 
Hasb, JBA La = Li; 

Q) L= Se, 这 里 e € ECS) AS — L RRA REER 
交换 .如 下 定义 S EWKA A: 

adba b E S —LEL, = l,a, b © Lak, 

则 入 是 > 上 的 左 问 余 ， 

证 明 CL) Rc EL, Mea EI. 由 aop 得 caocb, 所 以 cb E L, 
即 c E La PRU. C Le. BOGE L, C La. 

(2) BRA, eS 上 的 等 价 关 系 . 设 aocE Sahib, Mab E 
S 一 了 一 了 5 或 ae € Lak. BPH MWA cach 
E L cacb, Mil cadrch. Habe S—L,L,=L, 显然 ,aa & Ly. 
ee laMe E La SSaa' , Alte =caa’. FRU cS = caa' S =caS, 
因此 cae. 同 理 cAeb. 所 以 caed, H each E 工 , 从 而 caà;cb. F 
Hc L. 此 时 ca,cb & L. RAN RAE La = La 因为 上 = Li, 
所 以 由 引 理 4. 14 知 对 任意 a' E Vla), b V(b), A ea! Heb’ ,从 而 
对 任意 已 EVO, A edd Zebe. Miad E Vea), b'd E VCH), 
所 以 再 由 引 理 4.14 La = La Hf 

由 3 的 结果 容易 证 明 如 下 的 

定理 4. 16 ”对 于 么 半 群 ,以 下 溺 条 是 等 价 的 ; 

(1) S 是 完全 左 内 射 么 半 群 ; 

《2) S 含有 和 零 元 ,二 对 任意 左 同 余 *, 任 意 左 理想 1, 若 1 是 本 类 
的 并 , 则 存在 w E 了 ,使 得 对 任意 s E 了 ,shsw, 且 对 任意 1,t E S, 
SA sw daw. 

证 明 ”我们 只 和 需 证 明 (2) 志 (1). 

RAES LWA A. ES 的 左 理想 . 对 任意 a € ILI 
a HEH à- 类 . 令 

T=Uy.. 


atl 
is E S,z € Ja Il sxasa, Fh sx E Ja CI. IRS 的 左 理想 ， 
AIA AF. 由 (2) MEE w E 了 使 得 对 任意 sE€ I, sdsw, H 
对 性 意 s,t E Sst oswkw. kw E Sa E JM waa. 所 以 对 任意 
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s © Jysadswas, LXER sst € 5,3 sat Ml saàswàtwàta. 所 以 由 
§ 3 的 结果 知 3 是 完全 左 内 射 么 半 群 . if 

现在 就 可 以 给 出 本 闻 的 主要 结果 — 完全 左 内 射 么 半 群 的 
“BR — 理想 ” 特征， 

ER 417 iS 是 么 半 群 , 则 以 下 条 件 是 等 价 的 : 

O) S 是 完全 左 内 射 么 半 群 ， 

(2) S RAFAT S 的 任意 左 理想 了 ,存在 e € ECS), RT 
= Se, AMER ab E SIH L =1,.0 ea’ = beb' ,这 里 a' € 
Vela) b € VS), 

证 明 (2) RSHASAAN AH. Hew 4. 16 知 
S SAB. RIES 的 左 理想 . 由 命题 4 12 AES e 使 得 
7 一 S8, 且 & 和 3 一 了 中 的 所 有 宕 等 元 都 可 交换 .所 以 引 理 4. 15 中 
定义 的 关系 办 是 3S 上 的 左 同 余 . 显然 1 是 入 -类 的 并 . 所 以 由 定理 
4. 16 知 夺 在 x € 了 ,使 得 对 任意 y E 了 ,yxNy, 且 对 任意 a,b ES, 
aArp=>azrAbz. 即 对 任意 y E I yyz, HE a, bE S-I EL 
= 1,,Markbx. 对 任意 x € Viz) ær Ra, UME v € I, 
yöyrx' , HEE a b ESILE L =I, Marr Abrr. 由 命题 
4. 3 (2) 知 rrt lz’ E Ver) 的 选取 无 关 ， 

Were’ E 工 记 e 一 xf 因为 了 一 3S8, 所 以 e 一 eg, 由 前 面 的 讨 
论 可 知 g&22ge, 所 以 由 命题 4.3 知 8 一 &e. 因 此 7 一 SS 一 Se. 对 任 
Babes —1, #1, = l, W ae 统 be， 从 而 由 aea = 
(ae) (ea' ) Rae beb! = (be) (eb! ) Abe 4 cea’ Rbeb' . {B aea’ ,beb' © 
EGS) ARLE aea’ = beb’. 

FR zz & Li f= 22. WERRSTA BRA SH fh 
h = hf. RAE S — 1. RAF SIRE 4. 11 AUER] A, = 2. BU 
AASAS = f AAS = 了. 这 说 明和 5S — 7 Pe Ao 
都 可 交换 . LAER A E SIRA SS E Sh, AAA HE 
的 了 是 唯一 的 ， 

Ay SSCI,RUI CSS Bab eC Sf —-TMila’a bE Sf 
—I(ab€S—1) j5X# a € Vla), b E V(b). 由 下 的 唯一 性 可 
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Mi a'a = f = bhb. Xa afb = of PY Sa SF = Sb, E] 
ath, WRI = Iha = af bf = b. H, ab. 

由 定理 4. 10 知 3 BS EWEA BRT E- 类 的 并 . 
所 以 由 定理 4. 16 TERE x, E 了 ,使 得 对 任意 y E Loyan AT 
{a,b ES aX bear H br, 特别 地 ,Zz 党 ,所 以 x. 所 在 的 
OO FH, AR. 记 这 个 群 的 单位 元 为 @. AA EBA HER yE I, 
有 y ye s ATE 2.6 © Sa buea Karr Hor, H be.. 

abe S — IHIG 1, = 1. MIIE 4 14 W Saga’ = Sbgb'， 
BU aga’ Ybab' Xa’ EV(ab EV) BafeClMaaf Er. 
Xaa Gi, mM fAS I PHAR S cM eR TL aaf = 
favia=f AK Se LAR. Fw of Ab L 

H i = Sg Z Sf Me = ef. MW afgfa’ = ag’, AT 
fafigtaf) = aga’ ,这 里 (af)' E Veas). BRON gGS/' = 
bgP' .所 以 (astafy fos )g of). 由 引 理 4. 14 即 得 

| re OTP 
又 af ,bf ES 一 天 所 以 由 前 面 已 证 的 结果 即 得 arebo. 所 以 
afe H bfe. 

F e= fe, Wee. AA e E I= Sg, iiA e = eg. CA g 
E 了 得 gA ge WA g = gea. AKI = Sg = Se = Se. HEE a, 
bES—I,#I = 了, 则 前 而 已 证 明了 ae 党 be, 从 而 aeHbe. 所 以 
aea! = (ae) ea!) Hae Zhe R (be leb) = beb. 再 由 命题 4.3 即 得 
aea’ = beb’. 

(=>) KIBSHARBABS 上 的 左 同 余 , 使 得 了 是 
A- 类 的 并 . 由 (2) 得 知 1 = Se,e 是 满足 条 件 (2) Wa oc. 对 任意 ? 
E Toye 一 ?所 以 有 yeiy 设 aeE3, 使 得 ao F ab E 1,1] ae 
= alb = be. A Wik a,b 七 S 一 7. 由 引 理 4.15 知己 三 天. 所 以 由 
(2) MIRE a’ E€ Vla) b € V(b), Fj aea! = beb' . A add 43 
aea' adbeb'b. 显然 有 a'a.b'h € S —1RW IC Sa'a, I S Sbb, 
而 e = eu'a = eb' b. 因此 我 们 得 到 aeabe. 这 就 证 明了 S 满足 定理 
4.16 的 条 件 (2). 所 以 $ 是 完全 左 内 射 么 半 群 . W 
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推论 4.18 1S 的 暴 等 元 都 是 中 心 元 , 则 以 下 两 条 等 价 : 

(DS 是 完全 左 内 射 么 半 群 ; 

(2) S 的 任意 左 理想 都 可 由 寡 等 元 牛 成 , 卫 3 含有 和 零 元 . 

证 明 《〈1) 一 (2) ”由 命题 4.12 即 得 . 

(2)=>(1) RIES HABE ARS 的 左 同 余 ,由 (2) AT = 
Se,e =e E 5. 所 以 对 任意 y E Toy = ye, hi yAye. 对 任意 4a.5 E 
S, F adb, Ñ| ae = eaheb = be. h EM 4.16 BIS 是 完全 左 内 射 么 
半 群 . 4 


$5 Bruck-Reilly 扩张 


由 定理 2. 2. 2 知 完全 左 投 射 乏 半 群 只 有 一 个 :{1}. 而 $4 的 
结果 告诉 我 们 ,完全 左 内 射 么 半 群 则 有 很 多 . 设 $ 是 完全 左 内 射 么 
半 群 ,TT 是 5 的 Bruck-Reilly 扩张 .我 们 要 证 明 T" 也 是 完全 左 内 射 
2 半 群 . 因此 任意 完全 左 内 射 么 壮 群 可 嵌入 到 单 半 群 和 0 的 不 交 
HT HAT 仍 是 完全 左 内 射 乏 半 群 . 

iS 是 么 半 群 , 记 互 ,为 1 所 在 的 . 餐 - 类. 设 0 是 从 3 到 五: 的 
同 态 ,N = {0,1,2,…}). 在 集合 NN XS XN 中 定义 乘法 如 下 : 

(mya n) = (pb,9) 
=(m—n+#,0' Dag ptt), 
Bt = max(x,p),09 是 S 上 的 单位 同 态 , 可 以 证 明 ,(N x S x 
N,，) 是 乏 半 群 ,其 么 元 为 (0,1,0). 这 个 半 群 叫做 由 8 决定 的 S 的 
Bruck-Reilly 扩张 , 记 为 BR(S 0. 下 面 的 定理 给 出 BR(S ,9) 的 主 
要 性 质 ,其 证 明 可 见 Howie[70]. 

定理 5.1 设 S 是 么 半 群 ,T = BR(5,9), 则 有 

D 人 是 单 半 群 ,(0,1,0) 是 全 的 单位 元 ; 

(2) (mon) €E E(T)aom = n,a € ECS); 

(3) (mya n) Ap, b qg) Sm = paR b, 

On va sn" pb gpn = qab; 
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(4) 了 是 逆 半 群 当 月 仅 当 5 是 逆 半 群 . 
下 面 是 本 节 的 主要 定理 . 
定理 5.2 设 $ 是 完全 左 内 射 么 半 群 ,了 = BRCS,0), 则 了 也 
是 完全 左 内 射 么 半 群 . : 
WR RAST 的 左 理想 ,n 是 集合 
{inajn €E NH aE SmE NN, 使 得 (rva,n) E€ K} 
中 的 最 小 者 . 记 
1 一 {zx €5| 存 在 p NN, 使 得 (p,x,n) € K}. 
容易 证 明了 是 $ 的 左 理想 ,因为 S 是 完全 左 内 射 么 半 群 ,所 以 白 定 
H 4.17 知 存在 e © ECS), MGI = Se, AUER abe SIG 
i, = 1, Mj aea’ = beb' ,这 里 a €E Va), EV(CD), 设 (pyewn) E 
K, Wren) = inse, p) psen) € K. ped Tine sn) CK. Rit 
来 设 (m ea,9) € K, Mj g > n. PELA 
(m,asq)(n,esn) = (ma “(e),q). 
加 果 g =n, W 0e) =e, a € ILA afie) = ae = a. W 
Bgn MIle) = 1. RU a "le) = a AZRE Ona, 
Dinen) = (m,a,q), IM n,ag) € Tinen). 因此 五 = 
T(n,e,n). 由 定理 5.1 4C,en) € ECT). 
asg), hob pD ET — K. 由 上 面 的 证 明 过 程 可 知 gz 委 ?， 
pn Ra E Vla) b E VE), ME EH a k) E Va, 
q).(p.b' h) E Vb, p) 记 
z =(k,a.q)(n,e,n)(gsa' ,k) 
=(k — q +H n0” (ade? a’) .k—gtan), 
y =(h,b, p)(n,e sn) pb h) 
={h — pin,” e0), h — p +n). 
设 Kaa = K enop ,我 们 要 证 明 T= Y. 
贝 前 面 的 证 明 已 知 T ERARA h RSEN. 所 以 
zx?y, 从 而 由 定理 $.1 知 有 
k-q+n=h—p+H+n, 
Brafayegn (a LO" E e0 *(b'). 
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显然 ,如 PCa) EV CO” Had) OPH) EVE °C). MRI=S, 
We= 1. 并 且 9g €n p< n. IE 

c=Ckh-gqtnilsk  ¢gqtm=ys 
这 里 用 到 了 9" dea!) = 1 = 8" POO PH). MRI AS, 
WH, i= SRA, 是 群 ). 因 此 当 g <n.) FL 
g=nht,.6" (a) =a. Fa Cl MEE PCN. Ean ER. 
因此 

(kan) = (ki lsp)(prawm) EK, 
Bra EK, FE. 所 以 a t 了 这样 就 有 8 CM ELAB 
P EL AAS 是 完全 左 内 射 么 半 群 ,所 以 由 定理 4.17 即 

得 

GO" (aeF" a) = 0" * hed? +(b'). 
Akar = y. 

REKET 的 左 理想 ,容易 证 明 存 在 e © ECT"), RK = 
T?e, 且 对 任意 a,5€ 1° 一 KK, 若 KK, = Ks, 则 aea' 二 beb', 又 T" 有 
零 元 ,所 以 由 定理 4.17 MT” 是 完全 左 内 射 么 半 群 . i 

KHAT = BRS 0) 是 单 半 群 ,所 以 定理 5.2 说 明 任意 完全 左 
内 射 么 半 群 可 舱 入 到 单 半 群 和 0 的 不 交 并 入 H AETHERE 
左 内 射 么 半 群 . 

由 $4 的 讨论 可 知 完全 左 内 射 么 半 群 一 定 是 纯 整 半 群 . 借助 
于 Bruck-Reilly 扩张 ,我 们 下 面 给 出 一 个 完全 左 内 射 么 半 群 的 
例子 ,使 得 5 醋 不 是 道 半 寿 , 也 不 是 群 并 . 

例 5.3 HEBASHH.GC.H 是 两 个 不 同 但 同 构 的 群 . 设 
9:G 一 召 是 同 构 ,1 是 G 的 单位 元 ,1 是 吾 的 单位 元 . 令 4=GU 
(HX E). 规定 4 上 的 乘法 运算 为 

Elhe) = (Pehe), 
(se)g = (hglg).e), 
Vee GV G@eeCHXE, 
A 上 其 他 元 素 的 运算 按照 原来 的 定义 , 则 4 是 - -个 么 半 群 ,1 为 其 
么 元 . 容易 证 明 A 还 是 纯 整 的 群 并 ,其 寡 等 元 带 为 {1) U Cla} x 
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E). 显然 4 的 单位 元 所 在 的 全 KA G. A 的 三 理想 只 有 如 下 两 
个 : 
A=Al, H XE = A(e), 

其 中 e 是 E 中 的 任意 元 . 简单 的 计算 可 知 (lrye) 和 有 A 一 Alge) 
中 的 所 有 元 素 都 可 交换 ,所 以 对 任意 a,5E A Ane) = Gy 
a(1y.e)a7' = (1y.e)aa7 = (lyse) = (me ! = b(nedb 1 
设 岁 是 C 的 自 同 态 . 如 下 定义 4 的 自 同 态 9. 

(he) 一 %p (th), ¥ he IE HYXE, 

Gl(e)= pig), YgEG, 
M OCA) C G. RRR EN E LA EA O LIRIAS. film OC (A ,e)) 
= O(¢( gh.) = $e RRIA) = PEF '(A)) = HP th) = 
- Og) 0th e). WE Bruck-Reilly 扩张 S$ = BRCA,O). KF ER 5.2 
的 证 明 可 知 $ 是 完全 左 内 射 么 半 群 . 由 定理 5. 1 知 S® 不 是 道 半 
群 . MS 也 不 是 群 并 , 否则 S 是 群 并 ,从 而 $ 是 完全 单 半 群 ( 单 的 群 
并 是 完全 单 的 ), 所 以 S 满足 主 左 理想 和 主 右 理想 的 降 链条 件 . 这 
和 S = BR(A,O) FE. i 

RS 是 完全 左 内 射 么 半 群 ,下 面 要 证 明和 相关 的 某 些 么 半 
群 也 是 完全 左 内 射 的 . 

定理 5.4 设 $,T EZR, g: S 一 了 是 同 态 满 射 有 Gs) = 
ly MRS 是 完全 左 内 射 的 ,那么 T 也 是 完全 左 内 射 的 . 

证 明 设 M,A,B 都 是 左 T- 系 ,有 是 妇 是 8 的 T- 子 系 ,a:A 一 
M 是 了- 同 态 .对 任意 x € M, 任 意 s ES, 规定 sx*x= goz, NM 
是 左 S- g. R, A, BEERS- R. Hakas- AS. HEME 
WAY S- 系 , 所 以 存在 S- AAS BB ME Bl, == a. 对 任意 6 € 
BARRE T FEES € S AER Os) = t, BRYA BS) = BC(g(s)5) = 
Bis xb) =s * BC) = os) 8) =¢P (6), Bi EET- AA. 这 就 
证 明了 MERN T- 系 , 所 以 了 是 完全 左 内 射 么 半 群 . H 

命题 5.5 设 工 是 么 半 群 $ 的 正则 子 半 群 . 如 果 S 的 任意 左 理 
想 都 可 由 睡 等 元 生成 ,那么 工 的 任意 左 理想 也 可 由 办 等 元 生成 . 

证 明 ”由 命题 4.5 知 5 BASE, ARASH BEA 
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PER EW E TAHAR FSE AAT ac BT that 
左 零 半 群 E; 门 了 的 对 偶 良 序 链 , 由 命题 4.5 即 知 人 的 任意 无 理想 
HH BRETTER. i 

定理 5.6 BRS 是 完全 左 内 射 么 半 群 了 是 SS 的 正则 子 半 群 . 
MER! SEES) Bex fMef=fe=—O ASE T HEY 
e ET WT 是 完全 左 内 射 必 半 群 . 

证 明 ” 设 /6G7 是 寡 等 元 , 则 由 0 委 7 即 知 0 和 了. 由 命题 5.5 
SOT HERA I SCE. RIT 的 真 左 理 想 , 则 了 
二 Te,T 一 了 f, 这 里 6e1,fE EE(T). 由 定理 4.17 知 存在 e E EG), 
E L= Se, = Se, 且 对 任意 a,b6E€ S— Se, AL. = Ly, R) aed’ = 
be’. BLE LM L = Se, 一 3, 所 以 了 = Te 二 了, 与 1 是 TT 的 真 
ERATE. WALA Like = ge sS L MaE 4.11 的 证 明 
Fe HH BT LAGER Le = Li. Mg €V(g),1 EV(), 记 以 geg = lel, 
Ble = geg, 从 而 e = ge = eg. 这 说 明 e MS — L PRANA R SoC 
Ba eR. ASE LMT =TICL—=Se, PUT =—I,MEF EB. 
Al F & L. 所 以 ef = fe =e. BRR Me ET, RLI = Te. ik 
ab ET—I, HHE L =1,, W aea’ So beb ,这 里 a CVT, 
E EVE 帮工. 所 以 由 俞 题 4 3 知 对 任意 a' E Vea) fER O E 
V(b) aea Shed’ .因为 了 一 Te =T A) Se, a,b E S L AE 
H 4. 17 EVA aea' = bed’. 所 以 再 由 定理 4.17 容易 证 明了 是 完全 
左 内 射 么 半 群 . A 

由 定理 5.6 即 可 得 如 下 推论 . 

推论 5.7 ASEZARI AEREI ES HB MT E 
完全 左 内 射 乏 半 群 . 

WAR BrE CVG) W) = zax ET7 即 了 7 是 3 的 
正则 子 尘 群 . 所 以 由 定理 5. 6 即 得 结论 . Hf 

推论 5.8 ES 是 完全 左 内 射 么 半 群 ,e € E(S), 则 eSe 是 完 
全 左 内 射 的 . 

证 明 ”由 定理 5. 6 容易 证 明 . A 
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$6 完全 内 射 么 半 群 


设 S 是 么 半 群 , 称 $ BEAN SER MES 既是 完全 左 内 
射 的 ,又 是 完全 右 内 射 的 . 

引 理 6.1 iz S 的 任意 左右 理想 都 可 由 血 等 元 生成 ,e,f E 
ECS), WW Se S SS 4 A(R eS CSS. 特别 地 ,Se 二 Sf 当 目 仅 当 eS 
= fS. 


证 明 ”由 引 理 4.2 及 其 对 偶 即 得 结论 . H 
引 理 6.2 RSHHERA FERRY HERSEK MSE 
WE, H ES 是 对 偶 良 序 链 . 


证 明 显然 5 是 正则 的 . 设 e,/E ECS) MASe CSIRSS 
C Se. #SeCSf, WHS 6.1 MeS SS FRA e 二 ef = fe. 车 
SS Z Se, WEIER S = ef = fe. MLAS ENPRE ECS) 是 链 . 
Reli E N Fe ECS) WARE RR. AREL = U Se 可 由 过 等 
元 5 生成 , 即 日 Se = Sg. 所 以 对 任意 i € LSe; S Sg. 由 引 理 6.1 


I eiS CS gS. ME e; S g. 显然 存在 某 个 i E 了 ,使 得 g = e BI e, 
file li € I) 中 的 最 大 元 ， “ 
下 面 是 完全 内 射 么 半 群 的 特征 刻画 . 
定理 6.3 以 下 两 条 是 等 价 的 : 
(1) S 是 完全 内 射 乏 半 群 ， 
(2) S 含有 零 元 , 且 其 任意 左右 理想 均 可 由 篆 等 元 生成 . 
证 明 =>) ”由 上 一 节 的 结论 即 得 . 
(2)=>(1) 设 人 M,N ,A 是 左 5- 系 ,MN,f:M 一 A 是 S- 同 
A= {((P.g)|M<P<N,g © Hom, (P, A) glu = f}. 
在 A 中 规定 偏 序 如 下 : 
(Pig SPB OP SP og lr 5g. 
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显然 -or Ho Z RARE Zorn 引 理 的 条 件 .所 以 由 Zorn 引 理 知 -o 中 
有 极 大 元 AION g). 下 证 P= N. 

HikP, 关 N, 取 XEN--P. 记 工 二 ES,nE€7 了 P,), 如 果 
L= OD MAHBRE a E44, 定义 5- 癌 访 有 ;1Sn 一 万 如 下 ;对 任 
意 7 了 ESn,h(x) = da. iz LA D W LÆS 的 正 理 想 .由 条 件 知 工 
= Sese E ES). WA & Po WA e #1. EXS- AGL SA 
为 

pes) = goalsn), YsEL. 

A z = oe), WER s € 了 Vs) = gise) = sgle) 一 sz, 所 以 
Bin) = sx, 

定义 映射 上 :Sa > 4 如 下 : 

hin) = sez, YsES, 

BCU Ak AE Bs yt = sns s: E S, FR TSE EA sez = 
sez. 由 引 理 6. 2S ERER, HTA sien = sysy'syen = ses syn = 
sies sn, EI szen = ses, sin. B A siess © Ls ARV sensen € 
Pos IG siesi asssaesz s E Ley MAA syesy ss = syes, Ss€ ,82€87 s) = 
ses; tse. 所 以 


SEN =5 eS, SA 一 VEST SEn — ses, (Sen) 


= ses] esz syn == Csyesy!) Css sjen 
= (s,e5;')(s,es;')s,en = (sps; sis] sen 
= 5,05; SEN = ses, Sn = SeN, 
从 而 有 sin) = sez = golsien) = gn(spen) = sz = hls). X RNE 
明了 是 映射, 显然 还 是 5- AAS. 对 任意 x € P N Sn. ESE 
S, {E r = sx € Pao MUs €E LMT se = s. HIE Alr) = AGn) 
= sez = se = golin) = gola). XH h Bl go FE Po N Sn ERE 
用 是 相同 的 . 
& Po =P, U San, fP 一 4 的 定义 如 下 : 
f(x) = gr), Vue Pi, 
S'a) = hlz), Va € Sn, 
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E PRHE ES- AD PR- Dago OPS) A 
Pog) 是 .oz 的 极 大 元 矛盾 ， 

矛盾 说 明 , 忆 ,一 站. 因 此生 是 内 射 S- 系 , 同 旭 可 以 证 明 任 意 右 
S- 系 也 是 内 射 的 .所 以 S 是 完全 内 射 么 半 群 M 

定理 6.4 乏 半 群 S 是 完全 内 射 的 ,当量 仪 当 S BF 0H 
B.A ECS) x RH. 

证 明 HERS 3,5) 6. 2 和 人 疝 题 4.5 即 得 此 结论 . if 

下 面 浴 出 - -个 是 完全 左 内 射 但 不 是 完全 内 射 的 么 半 群 的 例 
子 . 

例 6.5 设 了 是 右 零 半 群 ,是 171 关 2. = 了 , 则 由 定理 6.4 
知 5S 不 是 完全 内 射 的 , 容易 让 明 S 的 左 理想 只 有 三 个 ,0,7T",S. 设 4 
BS 上 的 任意 诺 同 余 . m w ET, WAER r € Tc 二 xw, 从 而 
zt TE ste Esat © T°, sw = sk = tw. HEH t E T, EI 
AL HOPS ATR AT PUR w = op. FREER wR AL © TO, A eee 
= àlàw =l-w. 所 以 由 3 3 中 的 结果 知 S BESAAHH. / 

命题 6.6 设 S 是 完全 内 射 么 半 群 ,ee ECS). M Se 也 是 完 
全 内 射 么 半 群 . 

证 明 ”出 定理 6. 3 我 们 只 需 证 明 eSe 的 任意 左 , 有 理想 均 可 
由 每 等 元 生成 即 可 . 设 工 是 eSt 的 左 理想 , 则 容易 证 明 工 二 SLN 
eSe. H RTA SL = SS, f E E). L= Sf Nese =S A 
Se fveS =Sfel eS. Ref =e L = SeN eS = eSe. Hef = 
Ji f = efe €E ese, HL = SfN eS = (SOS BZ LY HRS 
TER. EE SY UE SAT Ay PB Be ES cE AR. i 

命题 6.7 “完全 内 射 么 半 群 的 任意 理想 也 是 完全 内 射 么 半 
H. 

iA ig HESAR, W H = Se = eS,e € ECS). BRL H 
= eS f) Se = eSe. 于 是 由 命题 6.6 即 得 结论 . if 

下 面 考虑 完全 内 射 么 半 群 的 性 质 . 先 给 出 几 个 记号 . 

设 天 是 么 半 群 $ 的 子 集 合 ,定义 S 上 的 左 同 余天 ) 为 

adl Kb 对 所 有 E€ Kak = bk. 
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同 理 可 定义 S$ 上 的 右 同 余 eK) 为 
ap(K b AA k E Koka = kh. 
设 o 是 S 上 的 左 同 余 , 记 
rio) = {s © S| WẸ aab, Ml as = bs}. 
同样 着 o 是 S HAAA. Mid 
ila) = {s E€ S| WE aob, Ml) sa = sd}. 

显然 L(ga) 和 rto) 分 别 是 S 的 左 . 右 理想 . 

w- 一 {Kerf |f:sS > S E S- 同 态 }. 

命题 6.8 设 S 是 完全 内 射 么 半 群 .e EES), Mrs) = 
eS,ilotSe)) = Se. 

证 明 igb Eres), Ml Ale) CAG). PRATT We X S- 同 
a f Se 一 Sb, 

fize) = zb, WrES. 

显然 6 二 fle) =efle) € eS. Hr AleS)) CeS. eS Cr(AeS)) 
也 是 显然 的 , 所 以 rCACeS)) = eS. FFB AE Se) = Sen ff 

命题 6.9 设 S 是 完全 内 射 么 半 群 , 则 8 的 右 理 想 格 和 格 A 
反 同 构 . 

证 明 ”对 S 的 任意 右 理想 eS,2(eS) = Kerh, HEF hisS > 5S 
的 定义 为 :h(x) = xe. ATLA ACES) E X. RE i hss 一 sS 是 
S- 同 态 , 则 Kerh = ACACDS) MACS 可 以 写成 esle E E(S)) 的 
形式 . ME eS eS WARRE eS) D Ales). 所 以 由 命题 
6. 8 易 知 映射 eS 一 ACeS) BMS 的 右 理 想 格 到 OC RIA. / 

WE S- 2S 是 内 射 的 , 则 称 么 半 群 S 是 自 内 射 的 . 关于 自 内 
射 正则 么 半 群 的 研究 结果 可 参看 Shoji 的 系列 论文 . 


§7 拟 内 射 系 


定义 7.1 设 Q@ 是 5S- 系 , 称 5- AME- 内 射 的 ,如 果 对 任 
意 S- 单 同 态 P 一 QQ@, 任 意 同 态 P 一 MM, 存在 同 态 Q 一 以 ,使 得 下 图 
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显然 5 系 邮 是 内 射 的 当 且 仅 当 对 于 任意 S- ZAME- 内 
射 的 . 

定义 7.2 称 3- 系 对 是 拟 内 射 的 ,如 果 MIE M- 内 射 的 . 

显然 内 射 系 一 定 是 拟 内 射 的 . RALPH S 没有 真 左 理 想 , 即 S 
是 群 , 则 S- ZS 是 拟 内 射 的 . 但 当 S| 之 2 时 ,由 命题 1.6 知 sS 不 

本 节 中 我 们 总 是 假定 乏 半 群 S 含 有 零 元 0 关 1, 且 所 考虑 的 5- 
系 均 为 S"-Act 中 的 对 象 , 即 均 为 中 心 3- R. 

和 内 射 性 . 拟 内 射 性 的 定义 类 似 地 可 在 S"-Act 中 定义 内 射 对 
象 和 拟 内 射 对 象 . 本 节 所 说 的 内 射 系 和 拟 内 射 系 均 指 SAct 中 的 
内 射 对 象 和 拟 内 射 对 象 . 

我 们 还 需要 直 和 的 概念 . 

定义 7.3 WAGED RS- RERE 

{ (ai)ier € Il A| 最 多 有 有 限 个 a; # 0,3 

AGA RHO BRA 中 的 零 元 .在 思 4, 上 自然 地 定义 S 的 左 作 
H DAHRI S- APH AG E D HER. AT = {1,…， 
n) 时 ,也 记 QA. =A, O- D An 

引 理 7.4 KA BES- REHEB AQ BEMAR, WEE 
单间 态 / ;4 一 B 是 可 收缩 的 . 

证 明 ide: A> ADB Me BADE HARMS 
态 . 由 4 四 号 的 拟 内 射 性 可 知 存在 同 态 ¢:ADB> 4 四 如 ,使 得 
FETH: 
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Ea g 
A®B 
即 gEesf = E4. 记 Ta:4 由 BoA 为 自然 的 投射 ; 则 有 La 一 Aes 一 
Tagen. 所 以 了 是 可 收缩 的 . ~” 


推论 7.5 设 4 是 5S- 系 .车 A4 铂 1(4) 是 拟 内 射 的 , 则 4 是 内 
射 的 . 
证 明 ”由 引 理 ?.4 知 包含 同 态 e:A4 一 1(4) 是 可 收缩 的 ,所 以 
由 命题 1. 2 即 得 结论 ， H 

定理 7.6 WS BAER RRR ETH APs. UY PIL 
条 是 等 价 的 ， 

(1) 任意 S- 系 都 是 拟 肉 射 的 ; 

(2) 任意 S- 系 都 是 内 射 的 ( 即 9 是 完全 左 内 射 乏 半 群 ); 

G) 对 于 S HEBABBLLOS 是 拟 内 射 的 ; 

{4) S 的 任意 左 理想 都 可 由 短 等 元 生成 . 

证 明 〈2) 一 (1)=>(3) 显然. 

(D>) BLES 的 左 理 想 , 则 由 (3) MLOS 是 拟 内 射 
的 . 所 以 由 引 理 7. 4 MAA ELS 是 可 收缩 的 , 即 存 在 S- 同 
态 a:S 一 工 , 使 得 al; = 1. 显然 < 是 满 同 态 . 所 以 工 一 a(S) 一 
Sal1), 又 a(l)a(l) = ala1) +1) = alal(l)) = @(1), Bf a(l) € 
ECS). 所 以 工 可 由 容 等 元 生成 . 

WOD ” 设 5 的 任意 左 理 想 都 可 由 和 究 等 元 生成 . 由 我 们 的 
约定 ,S 含有 和 零 元 . 利用 条 件 “ 稀 等 元 都 是 中 心 元 ”", 和 定理 6. 3 的 证 
明 类 似 地 可 证 任意 S- ARE S-Act 中 的 内 射 对 象 . 从 而 任意 中 心 
S- 系 都 是 SAct 中 的 内 射 对 象 . HW 

定义 7.7 S-AMEHE Noether 的 ,如 果 邓 的 任意 子 系 是 
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有 限 生 成 的 . 乏 半 群 S 称 为 是 左 Noether 的 ,如 果 sS E Noether 的 . 

一 个 显然 的 事实 是 ;S- AM HR Noether 44 HM WET 
系 的 天 链条 件 . 特别 地 ,之 半 群 5 是 左 Noether 的 当 且 仅 当 5 HE 
理想 满足 升 链条 件 .下面 的 定理 给 出 了 左 Noether 乏 半 群 的 内 射 
性 和 拟 肉 射 性 特征 . 

定理 7.8 对 于 乏 半 群 S, 以 下 几 条 等 价 : 

《1) 任意 内 射 S- 系 的 直 和 仍 是 内 射 的 ; 

《2) 任意 内 射 S- 系 的 直 和 是 拟 内 射 的 ; 

(3) S ÆA Noether 的 ， 

证 明 (11) 二 (2) 显然 ， 

(2) 二 (3) ” 设 有 S 的 左 理想 升 链 

6S el Nene Teas: 

记 @ WH S- R S/L ARRE, S -=EL 由 (2) IQ EVA 
的 . wis U 1 WAT > S/L BA ABAD. MAD CO. 对 任 
Bac 了 ,存在 1 使 得 对 于 任意 之 ,f(a) = 0. 所 以 rQ 中 的 元 素 
《f(a) fila. Ala.) 最 多 只 有 有 限 个 Aa 关 0, 因 此 
Cf la) fala) Silas) EQ. 定义 5- 同 态 /;T >Q， 

Sla) = Sila) fa Sila) e), Yael. 
AATCSCO,CO,m EMASE PTL FFE S- Sg: 
Q, Rgl 二 了 . 设 g(1) =—¢€ Q, MEE r E Sgela) = xg(1) 
= zq. Rq = (qe geo) E QQ, 则 存在 1 使 得 对 任意 之 1,94 = 
0. ARTIES k > t, (eq), = cg = OMIT x ET 时 ,f(x) 一 
g(x) = zq Be SEH OM f(x) = 0 之 二 所 以 了 上 三 了 ,从 而 
H Ini = fa, = … = 1. AS BF Noether 的 . 

(3) 二 (1) REGEN BARS- AE =DE.. 我 们 要 证 明 
ERAS HK. 
设 Sa 是 循环 S- 系 ,4 志 Sa,f:4 一 上 是 任意 S$S- 同 态 .我 们 首 
先 证 明 存 在 S- 同 态 g:Sa 一 ,使 得 g|a 二 了. 
容易 证 明 两 个 内 射 S- 系 的 直 和 仍 是 内 躺 的 . 利用 数学 归纳 法 
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可 以 证 明 有 限 个 内 射 5- 系 的 直 和 也 是 内 射 的 . $ L= (s E Sisa 
E A}, 则 工 是 S 的 左 理想 .因为 5 是 左 Noether 的 ,所 以 上 是 有 限 
生成 的 ,从 而 4 是 有 限 生成 的 . 所 以 存在 了 的 有 限 子 集合 ,使 得 
fA COE, 因为 OE 是 内 射 的 , 所 以 存在 S- 同 态 h:Sa 
> DEW hla = LF g:Sa > E H gla) = AKC z E Sa, 


则 s 即 满足 要 求 . 
设 妖 是 任意 3S- 系 ,4 委 旦 ,14 一 五 是 任意 S- 同 态 , 令 
wf = (Pg) |A SP S Bg € HomCP,E),gl = fh, 
则 .oz AD. FE of 中 定义 如 下 的 序 : 
(PD (Pg EPEP',Hge lr= 2 
H Zorn 引 理 知 .ex PARKE, BHA Pog). FEP. = B. RIK 
不 然 , 设 5 EB— Po. BAP, 门 ShA SD. Oh = golrnss: Po N Sè 
> E, 由己 证 的 结果 知 存在 3S- 同 态 5:S2 一 五 ,使 得 8 | nse =h. EM 
Fis e's Po U Si-eE, 
Bele, Vr Py, 
g* (sb) = g(sb), VSES. 
BRe 的 定义 是 可 行 的 . 因为 (Po U Sbg”) ZOPE) UE 
FE. 矛盾 说 明 P = B. A EA S- 系 . i 

关于 拟 内 射 系 的 直 和 有 

定理 7.9 以 下 两 条 是 等 价 的 : 

《1) 任意 拟 内 射 S- 系 的 直 和 仍 是 拟 内 射 的 ; 

(2) S 是 左 Noether 的 县 任意 氢 内 射 S- 系 是 内 射 的 . 

证 明 ODS 由 (1) 可 知 任意 内 射 S- 系 的 直 和 是 拟 内 
射 的 ,所 以 由 定理 7.8 即 知 $ 是 左 Noether H). i M 是 拟 内 射 S- 
系 , 则 由 (1) MM OICM) 是 拟 内 射 的 ,所 以 由 推论 7.5 知 好 是 内 
射 的 ， 

(2) 一 (1) ”由 定理 7.8 即 得 . Me 
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定义 8.1 FS RM BES ARH. WE M 是 sS- 内 射 的 . 

显然 内 射 S- 系 一 定 是 弱 内 射 的 . 设 S 是 么 半 群 , 则 S- 系 sS 是 
SAN 4 ARS CAMARA. SS BA |S S2 MS AR 
St S- 系 但 不 是 内 射 的 ， 

命题 8.2 如果 S 的 任意 左 理 想 都 可 由 每 等 元 生成 , 则 任意 
S- 系 M 是 弱 内 射 的 . i 

证 明 设 1= Se SHERE. e = e E 5, 对 于 任意 5S- 同 
AS f:1 一 M, 定 义 上 映射 g:5 一 用 为 

gis) = sfle), YsES, 
显然 g ES- H gie) =sefle) = fie), Bl gl, = f. HLAM 
是 弱 内 射 的 . 1 

称 S- Z MM 是 强 措 自由 的 ,如 果 对 于 任意 a,8E MEBs E 
S,# sa = sh, U] a = b. 

命题 8.3 设 3 是 左 Noether 么 半 群 , 且 任 意 两 个 左 理想 有 非 
空 的 交 . 若 强 挠 自由 3$- AM HERAT RES ARH MO MÆ 
弱 内 射 的 ， 

证 明 设 1 是 5 的 任意 左 理想 , 则 了 是 有 限 生成 的 ,所 以 设 了 
= ÜSa:. ik 1:1 一 M RIER S- FE. iE fa) = 2, € M. 显然 
F | su2Sa;,— Sx; 2 S- ALS. A Sa, 的 弱 内 射 性 知 存在 gS 一 
Sroa elsa = S lsa HBL) = yo M gis) 二 syi(s E 5). 特 别 
th. g(a) = aiy = fla) 二 xi. 因为 S$ 的 任意 两 个 左 理 想 有 非 空 的 
交 , 所 以 存在 总 E S, 使 得 bia, = bzas 一 … = ban 因此 
bay = braya = = bay 利用 M 的 强 挠 自 由 性 即 得 Yi = Me 
= e = yw. 所 以 对 任意 7? 二 1.2, or, Flai) = ayi = aiy RISE 
Zs EIO = sy. fF S- ES eS eMA gD S syo Mel = 
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BRA M SESS N SHES. if 
t TOURER 3 中 的 条 件 “ 任 意 两 个 左 理想 有 非 空 
的 交 ” 六 能 去 掉 . 
ee 8.4 iT = ladb BARBERS = T.M = fabh MS 
是 左 Noether 的 . 且 M EWAH S- A.M 的 循环 子 邓 有 两 个 : 
cahe ihi HARES AS 一 {a} 是 S- 同 态 ,所 以 {a; 是 弱 内 射 系 , 同 
FLO) 也 是 弱 内 射 系 . 但 是 好 不 是 弱 内 射 的 .这 是 因为 对 于 3S- 同 态 
e:T->Migla) =a.gth) =b, RIEU S- [FA h: S 一 MBA, 
=g. if 
这 个 例子 也 说 明 氢 内 射 系 可 以 不 是 弱 为 射 的 . PEEM 是 
FAH. 这 是 因为 :MM 的 子 系 只 有 三 个 ; {a} ,和 5), iab). 容易 证 
明 任 意 子 系 到 MM 的 任意 S- PARSI KA M EM Hy S- A. 
命题 8.5 iS A Noether 么 半 群 ,S- 系 M 不 是 有 限 生 成 
的 . 若 好 的 任意 真子 系 是 弱 内 射 的 , 则 M 是 弱 内 射 的 . 
证 明 设 1I 是 S 的 任意 左 理想 , 则 I 是 有 限 生成 的 , 设 I 
一 USai. 设 /:1 一 M 是 任意 5- 同 态 . 若 M = SD) WM EE 
限 生 成 的 ,矛盾 . 所 以 /CD 关 M. RPS 是 弱 内 射 的 ， i 
存在 S- 同 态 g:S > fC) AE gl = 了 .内 此 M 是 弱 内 射 的 . 
例 8. 4 说明, 命题 8. 5 中 的 条 件 “M 不 是 有 限 生成 系 ” 
掉 . 
S WAC) 理想 了 I 称 为 是 x- 生成 的 (x 是 自然 数 ), 如 果 了 可 由 
n 一 1 个 元 素 生 成 
命题 8.6 设 哇 是 拟 内 射 左 5- 系 , 鼠 是 好 的 自 同 态 么 半 群 . 
E H HES 3- 生成 左 理想 都 可 由 竹 等 元 生成 , 则 五 是 弱 内 射 左 
证 明 设 4 是 态 的 任意 左 理 想 ,f:4 一 右 是 任意 恕 - 同 态 . 
定义 映射 a: MA 一 M, 
alma) = mfla), YmE MYaE€E A. 
AA MEE S-A H- 系 , 所 以 m/l(a) HENX. ig ma = ma ym sm 
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E Mya.a' € 4. 由 茶 件 知 左 理想 Ha U Ha njh HARA eE 
成 ,所 以 a = aesa = a'e. WWE mfia) = mf (ae) = mlaf(e)) = 
maf le) = m'a' fle) = m' fla'e) = m' f(a’). RBA a ERA. A 
任意 s € SLA a(s(ma)) = a((sm)a) = (sm) f(a) = snf (a)) = 
salma), PLA a fe S- AA. 因为 MM 是 拟 内 射 的 ,所 以 存在 hE 
Homs (IM ,2M) ,使 得 有 |wa 二 a, 所 以 对 于 任意 a € 4, 任意 mE€ M， 
mf} (a) = alma) =h(ma) = mah = mlah) ,因此 f(a) =ah. 这 
即 证 明了 H ESANA H- 系 . WA 

下 面 考 虑 弱 内 射 系 的 推广 a- 内 射 系 . 设 “是 任意 基数 .5 
的 左 理想 了 称 为 是 <c- 生成 的 ,如 果 了 可 由 基数 小 于 < 的 生成 集 生 
成 .显然 2- ERE n 生成 概念 的 推广 ， 

定义 8.7 设 用 是 S- 系 ,x 是 任意 基数 且 z 之 2. 称许 是 oe- 内 
射 的 ,如 果 对 于 的 任意 a- 生成 左 理想 1 ,任意 $- 同 态 f/ ;1 一 M， 
FE S- AS 5:3 一 于 ,使 得 下 图 可 换 : 
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ly 
显然 弱 内 射 系 是 a- 内 射 的 ,其 中 是 任意 基数 . 铬 x 闻 8>>1， 
则 任意 oe 内 射 系 一 定 是 8- 内 射 的 . 若 基数 “使 得 $ 的 任意 左 理想 
都 是 。- 生成 的 , 则 a- 内 射 系 即 为 弱 内 射 系 . 
定义 8.8 KS-AMBEBARH. MEME? 内 射 的 ; 称 
M BS ARAM WE MM 是 SS. 内 射 的 . 
引 理 8.9 i4 MES- 系 ,a 是 任意 基数 ,|| <a, SBME 
的 如 下 形式 的 方程 组 
Ņ = (sx =al; E Sa, EM jE}, 
则 如 下 两 条 是 等 价 的 ， 
(1) SEM 上 的 容许 方程 组 ; 
(2) 对 S 的 任意 元 素 h,k ,和 任意 i,7 € JF hs; = ks; 则 ha; 
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证 明 DOS) 由 容许 方程 组 的 定义 (8 3) 知 存在 3- 系 
也 ,使 得 > 在 8 中 有 和 解 而 MM 是 8 的 子 系 . 设 解 为 5E€ BIHER, 
k E SHHT i,j € JA hs, = ks; M) ha; = hsb = ksb = ka, BI 
结论 成 立 . 

(2) 一 (1) 45, Bk ce 生成 的 自由 左 S- 系 ,B = MU S.. 
设 

H = Va sjzily E J}, 

à = AGD Eh H ERKI B EARR. MF nn © M, Æ màn, i 
m = n; 或 存在 ti yt © Sacyods se ecd, E S EH 

m = bey sid) = trst stp dp t= Epp obo, = Ms 
其 中 (eydi) € HRB dc) E Hi=1. 6. 由 五 的 元 素 形 式 - 
可 知 p 是 偶数 . 利用 简单 的 数学 归纳 法 即 可 证 明 a = ,所 以 自然 
AA M —> B BARAH. 因此 可 以 把 几 看 成 B/4 的 子 系 .对 任 
Hi E 了 ,有 

Qi = ü; = Ss = ST, 

所 以 是 在 B/4 中 的 解 , 故 >) 是 容许 的 ， 4 

S- 4% M BRA E o-Baer 准则 ,如 果 对 于 的 任意 性 生成 左 理 
想 了 ,任意 3- ESI M, Eac M, 使 得 对 任意 zxE If) 
=> ra. 

命题 8. 10 ”对 于 5- 系 对 ,以 下 几 条 等 价 : 

(1) 村 上 的 任意 容许 方程 组 

Ņ = (sx =a,|s, E Sa EM j EJ} IJI <a, 
在 对 中 有 解 ; 

《2) M 满足 a-Baer HEM; 

(3) M 是 和 内 射 的 ， 

WA (>) BIESH ERAB, NI =U {Slj 
EJ} Bl) <a, E S.R SI> MERES- AS. MERA, 
k E SAER i,j CJR ht, = kt; W RIGO = Af). 所 以 由 引 理 
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8.9 知 M 上 的 方程 组 
S) = {4a = felj EJ} 
是 容许 方程 组 . 由 条 件 知 > 在 M 中 有 解 a, 所 以 对 任意 xz ET, 
f(x) = fist) = sf Cj) = stja = za, B) M 满足 a-Baer HEM. 
(2)=>(3) BM. 
(3) 二 (1) È 
> = {sx =a,|7 E Jos, E Sa E M} |J <a 
EM EKRA, SI =U {Ss,|j CJ} MITES Hoe 生成 
左 理 想 . 规定 映射 / :1 一 M, 
Ss) = taj WEES WET. 
& ts; 三 t's;, 则 由 引 理 8.9 知 有 ta; 二 tai, 所 以 了 是 有 定义 的 .显然 
f FE S- AAS. OM A oe 内 射 性 可 知 ,存在 S- 同 态 g:S > MBG 
gi =F. PEER EC Je) = gis) = fGs,) = Qj; 所 以 g(1) 
是 方程 组 >, 在 M 中 的 解 ， if 
命题 8.11 (M:i © I) E S-Z, 
(1) #M, 是 a- 内 射 的 ,i E LI [M Æ e TES 


(2) 若 UM, JE a- 内 射 的 , 则 每 个 M, 是 a 内 射 的 . 
证 明 (2) 的 证 明和 (1)? 的 证 明 对 偶 , 所 以 我 们 只 需 证 明 (1)， 
设 1 是 S 的 “生成 左 理想 ,f:T |] M, 是 任意 5- AS. 由 下 面 的 


交换 图 即 可 完成 证 明 . 
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命题 8.12 KS 是 么 半 群 , 若 侍 意 内 射 S$- 系 的 余 积 是 3- 内 
射 的 , 则 3 HERR AA AE YX. 

证 明 ”否则 ,存在 a,b S, iE Sa N Sb = 2. 设 Sy,Sz 分 
IEH yr ÆR A H S- AER Say S Sy, Sbr < Sz. ELR 
f:Sa U Sb—> (Say) UTCS6z) WF: 

flisa) = say, fsb) = shz, YsES 
显然 /是 有 定义 的 S- |S. HAREM Say) U ITCSbz) 是 3- 内 射 
的 ,所 以 存在 S- 间 态 SgS -rT(Say) U I(Séz), 使 得 g [se Use = Í. 
容易 证 明 这 是 矛盾 的 ， Hf 

428.13 RS 是 么 半 群 . 若 任意 AtS- 系 的 余 积 是 a- 
内 射 的 ,这 里 a > 2, 则 S 的 任意 两 个 左 理 想 有 非 空 的 交 . i 

推论 8.13 说 明 当 a 盖 2 时 ,w- A S- 系 的 余 积 不 一 定 是 和- 内 
射 的 , 但 是 当 a = 2 时 有 

命题 8.14 B(M ji € J} Æi S- 系 , 则 

(D REC = UM, 是 主 弱 内 射 的 当 且 仅 当 每 个 M, 是 主 弱 内 
射 的 ; 

DRP = II M BES AR W4ARSB TM 是 主 弱 内 
射 的 . 

证 明 (1) 设 ff,5Ss 一 C 是 任意 S. 同 态 , 则 Ss) E Mi, 所 以 
JSS) T M.. TIMBERS ARH. PRA Sy RC SE A ATES 反 过 
来 的 证 明 由 命题 8. 11 即 得 . 

(2) 设 了 是 主 纶 内 射 的 . 要 证 明 每 个 M 是 主 弱 内 射 的 . 设 S: 
Ss ~ M; 是 任意 S- 同 态 .对 任意 jE€ J 了 一 li) ea, CM, 定义 
映射 g:Ss 一 P, 

Fs), MRI =i, 
tsa; MR j Ai. 
显然 g 是 S- 同 态 ,因为 P 是 EBA. 所 以 存在 S$- fa] AR ALS 一 
PMB Al, = g. 设 p;:P — Mi; 是 自然 的 投影 , 则 5S- 同 态 (pj);S 
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glas) G) = 


> M: WE h) ja = f. RRO M SESE AS. if 

下 而 的 概念 是 余 平坦 模 的 推广 . 

定义 8.15 称 $- 系 好 是 余 平 坦 的 ,如 果 对 任意 a E 对 ,任意 
sE€S8,8a6 sM WEE AL E SAEI As = ks {E ha H ka. 

命题 8. 16 S-AMERPIMMYARYMEESARH. 

证 明 ”由 引 理 8. 9 及 命题 8. 10 即 得 此 结论 . FA 

定理 8.17 如 下 条 件 是 等 价 的 : 

(1) 所 有 S- RE ESARH: 

(2) S 的 所 有 主 左 理想 是 主 弱 内 射 的 ; 

(3) 3 是 正则 么 半 群 . 

证 明 (1) 一 (2) ”显然 . 

(2) 二 (3) Hs ES. Hs ABS MEM LC. Ws & sSs. 因为 3s 
是 主 弱 内 射 的 ,所 以 Ss RAP IA FETE Ak E SARA hs = 
ks 但 hs Æ ks. FIG. PUA S 是 正则 的 . 

(3)->(1) TEM BIER S- 系 ,eE Mss © SHR a & sM. 
由 于 S 是 正则 的 ,所 以 存在 s' ES ER sss = s= i .5 但 ss a 天 
1.a 一 a( 否 则 ae E sM). 所 以 M 是 余 平 坦 的 . 由 命题 8.16 即 知 M 
2 E55 HY. if 

定理 8.18 设 $ 是 么 半 群 ,是 任意 基数 , 则 如 下 条 件 是 等 价 
的 ; 

O) 所 有 S- 系 是 4- 内 射 的 ; 

(2) S 的 任意 左 理想 是 a- 内 射 的 ; 

(3) S 的 任意 oe 生成 左 理想 是 a- 内 射 的 

(4) S 是 正则 的 ,上 且 的 任意 we 生成 左 理想 是 主 左 理想 . 

WA ” (1) 二 (2) 二 (3) ”显然 . 

(3) 过 (4) ”由 ea- 内 射 的 定义 可 知 < 半 1. 所 以 S 的 任意 主 左 理 
想 都 是 a- 内 射 的 ,从 而 是 主 弱 内 射 的 . 由 定理 8.17 知 S$ 是 正则 的 ， 
设 了 是 任意 a 生成 左 理 想 , 则 1 是 a- 内 射 的 , 所 以 自然 包含 同 态 I 
一 S 是 串 收缩 的 . 因此 了 是 主 左 理想 . 

(4) 过 (1) ”由 定理 8.17 WA S- 系 是 主 弱 内 射 的 . 又 因为 
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所 有 e- 生成 左 理想 是 主 理想 ,所 以 任意 主 弱 内 射 S- 系 是 a- 内 射 
的 . Wh 

推论 8. 19 ”如 下 条 件 是 等 价 的 : 

D NE S- 系 是 弱 有 限 内 射 的 ; 

(2) Bra S- RE 3- 内 射 的 ; 

(3) S 的 所 有 3- 生成 左 理想 是 3- 内 射 的 ，; 

(4) S 是 正则 的 , 且 5S 的 所 有 主 左 理想 按照 包含 关系 构成 链 . 

证 明 (1) 坊 (2) 二 (3) ER. 

《3) 一 (4) ”由 定理 8.18 知 5 是 正则 的 , 且 S 的 任意 由 两 个 元 
素 生 成 的 左 理想 是 主 左 理想 , 因此 对 于 任意 a,6 ES, A Sac Sb 
或 SS Sa. 

>d) ”容易 证 明 S 的 任意 有 限 生成 左 理 想 是 主 左 理想 ， 
所 以 弱 有 限 内 射 和 主 弱 内 射 是 一 致 的 . 又 因为 3 是 正则 的 ,所 以 由 
定理 8. 17, 所 有 S- 系 是 主 弱 内 射 的 . if 

推论 8.20 ”如 下 条 件 是 等 价 的 : 

(1) 所 有 S- 系 是 弱 内 射 的 ; 

(2) S 是 正则 的 , 且 所 有 左 理想 均 为 主 左 理想 . 

以 下 讨论 和 直 和 有 关 的 问题 ,其 主要 结果 选 自 [3J, 

RM: i 和 1} 是 一 能 9- 系 , 且 每 个 M 都 含有 零 元 .和 定义 
7.3 类 似 地 可 以 定义 1ad € 了} 的 直 和 DM: 为 

{Cai ier ce Im] 最 多 有 有 限 个 a; 天 0.} 

以 及 自然 的 左 S- 作用 . 因为 M 的 等 元 不 一 定 是 唯一 的 ,所 以 这 样 
定义 的 直 和 显然 和 选取 的 零 元 有 关系 . MOREY. Oder 就 
是 PM: HAT. 

命题 8.21 CRMC CO RERBAH BARARD AS-A, 
BM, RART OG E DM OM 是 主 弱 内 射 ( 弱 有限 内 射 ) 的 . 

证 明 设 a€5,Sa 是 5 的 主 左 理想 ,f Sa >, 是 任意 5- 
同 态 . 显然 fla) CDM, 有 有限 多 个 分 量 不 等 于 b. 所 以 可 以 假定 

。82 。 


Fa) E M Oe OM 容易 证 明 两 个 (从 而 利用 数学 归纳 法 知 有 
RD EBAN S- 系 的 直 和 仍 为 主 弱 内 射 的 ,所 以 由 Imf < M, 
De OM, SEE S- fA g:S>M O OM, ,使 得 gl 一 大 
显然 可 以 把 8 ERENS Bl OM, H S- AS. MA OM RERA 
射 的 . 同 理 可 以 证 明 QM. 是 弱 有 限 内 射 的 . i 

定义 8.22 设 几 是 5S- 系 . 称 导 是 P- 拟 内 射 的 ,如 果 对 于 好 
的 任意 主 弦 内 射 子 系 NN, 任意 5S- AS:N 一 M, PE S-AR g: 
M— MMB gly = f.P- LAR S- 系 简 记 为 PQI A. 

显然 拟 内 射 系 是 PQI A. 称 $S- 系 邓 是 完全 不 可 约 的 ,如 果 订 
HAA RAR + ZA M X 好 和 单位 同 余 le. 显然 完全 不 可 约 
S- 系 没 有 真 的 非 零 子 系 , 所 以 是 PQI 系 . 

命题 8.23 设 邮 是 S- 系 ,TCM) 是 好 的 内 射 包 , 则 如 下 条 件 
是 等 价 的 : 

(1) MEAS: 

(2) 自然 同 态 MIM) 是 可 收缩 的 ; 

G) M 是 主 弱 内 射 的 且 含 有 零 元 ,IT(M) OM 是 PQI R. 

证 明 De) PA. 

(D>) i:M—~>I(M) @M,b,1(M) IM)ODM,j: 
M —> IM). p:IM) OM — MM 是 自然 的 S- 同 态 , 考虑 下 面 的 图 ; 


M—— 1(M) —+1(M) OM 


a 
rp P 
IM) DM 

HEM eESANH. AIUD DM Æ PQ W, PURE aM 
BM 一 I(M) M, E akj = i. 所 以 pakj = 1w. 这 说 明 S- 同 态 
了 是 可 收缩 的 

>G) 因为 闻 基 内 射 的 ,所 以 是 主 昱 内 射 的 且 含有 零 
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元 . 由 命题 1.7 MIC) OM 二 KM) x MBA S- 系 ,因此 是 
PQI 系 . 

命题 8. 24 ”任意 内 射 S- 系 的 友和 仍 是 内 射 的 当 且 仅 当 S 是 
左 Noether &-##. 

TR ”类 似 于 定理 7.8 的 证 明 ( 因 为 内 射 系 含有 零 元 ,所 以 
内 射 系 的 直 和 也 含有 和 零 元 2. 在 定理 7.8 (3) 一 (1) 的 证 明 中 , 若 P, 
N Sb = BME S- AS g:Sb—> E X g(sb) = 0). Hf 

设 $- 系 好 含有 零 元 . 称 于 是 >)- 内 射 ( 2- 拟 内 射 ] 的 ,如 果 
对 于 任意 集合 1, 直 和 命 M 是 内 射 ( 拟 内 射 ) 的 . 下 定理 中 研究 的 乏 
半 群 的 内 部 特征 将 在 定理 10.9 中 给 出 . 

定理 8.25 ”对 于 乏 半 群 S5, 以 下 条 件 等 价 : 

O) 任意 主 弱 内 射 5- 系 是 内 射 的 ， 

(2) 任意 主 弱 内 射 5- RED- 内 射 的 , 且 含 有 零 元 ; 

(3) 任意 主 弱 内 射 5- ZED- 拟 内 射 的 , 且 含 有 零 元 ， 

(4) 任意 主 弱 内 射 S- 系 是 拟 内 射 的 , 且 含 有 零 元 ; 

(5) 任意 主 弱 内 射 S- 系 是 PQI 系 且 含有 零 无 . 

A D>) AMAAN S- 系 必 含有 零 元 ,所 以 任意 主 
弱 内 射 S- BUREE BHM li € 1} 是 内 射 5- 系 , 则 由 命题 
8. 21 知 @M, 是 主 弱 内 射 的 ,从 而 由 条 件 知 是 内 射 的 . 由 命题 8. 24 


AIS EA Noether H. 所 以 任意 主 弱 内 射 S- RED- 内 射 的 , 且 含 
HEX. 

(2) (3) (4) (5) 显然 . 

(=) EKMEESAHA. HR MERE. FA 
MIM) 四 对 ,这 里 FM) 是 好 的 内 射 包 . 由 命题 8. 21 ID 四 
M 是 主 弱 内 射 的 ,因此 由 条 件 知 IT(M) 四 对 是 PQT 系 ,从 而 由 命 
题 8.23 知 M 是 内 射 的 . UY 

推论 8.26 HS 是 正则 勾 半 群 且 含 有 有 零 元 , 则 如 下 条 件 等 
fr: 

(1) 任意 S- 系 是 内 射 的 ; 
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(2) 任意 S- 系 是 拟 内 射 的 ，; 

(3) 任意 S- 系 是 PQI 系 . 

证 明 ”出 定理 8. 17 和 定理 8. 25 即 得 此 结论 ， if 

SEEMA PR WT S ORR AAI 天 ,Rees fy 
S/K = S/ i BAW S- 系 . 这 是 因为 ; 设 B 是 S 的 任意 左 理想 ， 
f:B—~S/K 是 任意 S- 同 态 , 若 Af(BNM 站 KR) 关 {K}(S- 系 S/K HS 
T) MFE aE BNK ERa) EK.NAS 是 正则 的 ,所 以 存 
E bE SEB a = aba. Bik f(a) = f(aba) 二 af(ba) € (K)S/K 
SK. FE. 所 以 SB BK) = (K). SR TAREE.: 

G) B U K = K. WH AB) = f(B N K) = {K}. RA S 可 
以 扩张 为 S- 同 态 S .> S/K. 

di) B U K = S. W FEX eS +S/K, 

ATR Fr), rE€B, 
(Kh, rEK. 
显然 g 是 有 定义 的 , 且 gis = /. 这 即 证 明了 S/WK 是 弱 内 射 的 . 
定理 8.27 如 下 条 件 是 等 价 的 ， 

(1) WAIARI S- 系 是 内 射 的 , 旦 S SA Noether 的 ; 

(2) 所 有 弱 有 限 内 射 S- AAR: 

(3) 所 有 弱 有 限 内 射 S- 系 是 拟 内 射 的 且 含 有 零 元 . 

证 明 (1)=>(2) AA SEA Noether 么 半 群 ,所 以 任意 弱 
ERAS S- 系 是 弱 具 射 的 ,从 而 是 内 射 的 . 

(2) 二 (3) 因为 任意 内 射 S- 系 必 含有 零 元 ,所 以 任意 弱 有 限 
AR S- 系 是 拟 内 射 的 县 含有 淮 元 ，、 

OSD RMR AR AR S- A. HREM 好 含有 零 元 . 
RNM EMAA, FAM D=-AIOM OM MDE ARA 
射 的 , ACR ERI A D BRASH MITE PQT R. PAMER: 
AH A. 所 以 由 命题 8. 23 即 知 M 是 内 射 的 . 

(2) 过 (1) RM E I EARN S- 系 .因为 任意 内 射 S- 
系 足 弱 有 限 内 射 的 ,所 以 由 命题 8. 21 MDM, 是 弱 有 限 内 射 的 ,从 
而 是 内 射 的 , 因此 由 命题 8. 24 AS 是 左 Noether 的 . BRE RBA 
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BY S- 系 是 弱 有 限 内 射 的 ,从 而 是 内 射 的 . i 


$9 APRA 


本 节 的 主要 结果 选 自 [3]. 

定义 9.1 称 5- 系 好 是 有 限 内 射 的 ,如 果 对 于 任意 有 限 生 成 
S- A X {EÈ S- ARAS XY ES- Ag AX M, FE S- 
EE kY 一 邓 , 使 得 下 图 可 换 : 


a 
he 


显然 有 限 内 射 系 是 弱 有 限 内 射 的 ,而 任意 内 射 系 一 定 是 有 限 
内 射 的 . 
下 面 的 定理 给 出 了 有 限 内 射 系 的 等 价 条 件 . 
定理 9.2 RAES- 系 , 则 如 下 三 条 等 价 : 
(1) A 是 有 限 内 射 的 ; 
(2) 对 于 和 4 的 任意 扩张 系 避 ,和 4 的 任意 有 限 子 集合 (a1,…， 
ant FE S- ES SB 一 A, 使 得 f(ai) = ai S lyons 
G) 对 于 4 的 任意 有 限 子 集合 {a1,… ,4.} FFE S- 同 态 f: 
ICA) + AME fla) ==aiyi 二 14,… ns 这 里 1(4) 是 有 4 的 内 射 包 . 
证 明 O>) 设 A4' 是 由 a1,…,a, 生成 的 和子 系 ,&:A' > 
BABA 一 4 是 自然 的 包含 同 态 .因为 4 是 有 限 内 射 的 ,所 以 存 
在 f:B ~> AEG fe = 8. 因此 对 任意 i S len A 
fla) = falan = Pla) = a; 
(2) 二 (3) 显然 . 
(3)>(1) 设 和 是 有 限 生 成 S- 系 ,a:X 一 了 是 S$- 单 同 态 ,B: 
X AES- AR rA TA 是 自然 的 包含 同 态 . BX HER 
* B6« 


FGA istis Tn H FCA) ASTER ETE S- AA g:Y > TCA) {Ë 
得 ge = tP. H RTE S- AB ATCA) > A EAG) = 
BA i = leun. Q F = hg, WW fal) = Agatx;) = hrB(z;) = 
AB(a,) = Bla) FELA fa = 8, A 是 有 限 内 射 的 . if 

我 们 知道 S- AA 是 内 射 的 当量 仅 当 任意 包含 同 态 fA > B 
是 可 收 丢 的 , 即 存 在 S- 同 态 g:8 一 4, 使 得 g14 = 1. 因 此 定理 9.2 
给 出 了 有 限 内 射 性 的 类 似 特 征 ， 

推论 9.3 ”任意 有 限 生成 的 有 限 内 射 系 是 内 射 的 . ; 

证 明 设 4 是 有 限 生成 的 有 限 内 射 系 , 则 由 定理 9. 2 知 包含 
同 态 4 一 F(A) 是 可 收缩 的 ,所 以 4 是 内 射 系 ， if 

定理 9.4 如 下 条 件 是 等 价 的 : 

《1) WA ARRAS S- 系 是 内 射 的 ; 

(2) 所 有 有 限 上 大 射 S- 系 是 弱 内 射 的 ，; 

(3) MAARE S- 系 是 拟 内 射 的 ; 

(4) S 是 左 Noether 么 半 群 . 

证 明 (1)=>(2) 和 (1) 二 (3) 是 显然 的 . 

(3) 一 (4) ”类 似 于 命题 8. 21 可 以 证 明 有 限 内 射 S- ABBA 
是 有 限 内 射 的 ,所 以 任意 内 射 S$- 系 的 直 和 和 是 有 限 内 射 的 ,从 而 由 
条 件 知 蚌 拟 内 射 的 . 类 似 于 定理 7. 8 的 证 明 即 知 S 是 左 Noether 乏 
aE BE, 

(2) 二 (4) 考察 定理 7.8 的 证 明 , 我 们 发 现 $ 是 左 Neether 的 
当 且 仅 当 任意 内 射 S- 系 的 直 和 是 弱 内 射 的 .所 以 类 似 于 (3) 一 (4) 
即 可 完成 证 明 . 

(N=) 设 4 是 有 限 内 射 S- 系 ,Sz 是 循环 S- 系 ,&:X 一 5z 
是 5- 单 同 态 ,8:X > ARS- AS S 

= {s € S|sz € a(X)}, 
则 了 是 5 的 左 理想 .由 于 S 是 左 Noether 2-4. KM] RARER 
的 ,从 而 和 是 有 限 生成 的 .所 以 由 A 的 有 限 内 射 性 即 知 存在 S- 同 
aS g: Sz -> 4, 使 得 ga = 8. 
KB RES S- B,C RB, AC A HES- AS S 
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A = {Pg CSP EB,g E Hom(P,A),gle = Sf), 
WY at E D.E 中 定义 如 下 的 偏 序 ; 
(Ps) Ss Pg SPS Pag le =e. 
由 Zorn 引 理 知 .so HARAI ARA Pgo). FE P. = B. RIK 
不 然 ; 取 bE B-~ Po WR Pe N SEA OD MASA = gole nse Po 
N Sé— A. 由 己 证 的 结果 知 存 在 S- 间 仿 g :S56 一 4, 使 得 对 任意 a € Po 
门 S6 Egla) = hla). 定义 5- ES gP, U Sb 一 A, 
g'ir) = g(x), YIEP,, 
g ir)= glr), VYu€ Sa. 
PR eo 的 定义 是 可 行 的 , MRP S6= OS BAS e Shay 
g(sb) 一 0,YsES, 这 里 2 是 4 中 的 零 元 (容易 证 明 任意 有 限 内 射 
S- 系 都 含有 有 零 元 ). 后 上 类 似 的 方法 可 定义 S- 同 态 g* Po U Sb 一 
A. 因为 
(Ps U Sa,g’*) Z (Pago) 
所 以 与 (P,,go) 的 极 大 性 芳 盾 . ARA P = B. 所 以 4 是 内 射 S- 
系 . Hf 
定理 9.5 如 下 两 条 是 等 价 的 : 

(1) 所 有 S- 系 是 有 限 内 射 的 ; 

(2) 所 有 有 限 生成 S- 系 是 内 射 的 . 

证 明 os) 由 推论 9. 3 即 得 . 

D>) EX APRA S-A, XY ES- AESA 
EES- 系 ,8:X 一 A 是 任意 5S- 同 态 . 显然 8(X) 是 有 限 生成 的 ， 
从 而 是 内 射 的 ,所 以 存在 S- 辣 人 态 pq:Y 一 8(X), 使 得 gq 二 8. 因此 A 
BAR ASH. 

定理 9.6 HIE S- 系 都 是 有 限 内 射 的 , 则 S 是 正则 自 内 射 
么 半 群 ,日 其 所 有 左 理想 按照 集合 的 包含 关系 构成 全 序 集 . 

TA 设 I 是 S 的 有 限 生 成 左 理 想 , 则 由 了 的 有 限 内 射 性 知 
存在 S- 同 态 /:S 一 7, 使 得 fl; 二 1. BRAD CTU SODA 
= f(fQ)) = /f(D). 邻 e= fA) Me E EC(S). 双 I1=IeC Se 
I, PRM I = Se. 即 任 意 有 限 生成 左 理 想 可 由 宕 等 元 生成 . 所 以 S 是 
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正则 乏 半 群 . 由 推论 9. 3 TS BARA S- 系 ， 

Habe SM Sa U Sh H BARRER AGE Sa T Sba 
Sb T Sa kl JeSHAPAME. ICI HIELE E 
I—J,bE J- 1 REDS 2,6 4 Sa CSh R SLG Sa, HV 
aE JNOC LAS. FUBAICT IGL. # 

称 么 半 群 $ ERIH Chee) WR S 的 任意 (有 限 生成 ) 
左 理想 是 投射 的 .由 定理 3. 6 的 证 明 可 得 ， 

命题 97 设 所 有 左 S- 系 是 有 限 内 射 的 , 则 $ 是 半 遗 传 么 半 
群 . 若 S 还 是 左 Noether 的 , 则 5S 是 遗传 么 半 群 . A 


§10 a- AHA 


在 $8 中 ,作为 弱 内 射 系 的 推广 ,已 经 讨论 过 a- 内 射 系 ,也 研 
究 过 所 有 S- 系 都 是 a- 内 射 系 的 么 半 群 . 本 节 先 给 出 一 个 构造 汪 内 
射 系 的 方法 ,然后 以 此 为 基础 ,利用 a- 内 射 性 研究 么 半 群 的 同调 
THE. RT EB ARIE A Gould[ 56]. 

eo B{LB BMH I <s No A EILE S- 系 , 要 构造 一 个 <- 
内 射 系 AM EG ASA. 

对 任意 满足 1 过 ma an HRR n, S 

D! = {Caps sy (5) E CA X S)"| 85; = tsj 

$a, = ajs © Siig f © 1 

Dao TU 

以 >), WEFR Hh S- 系 
F=U {Srle E J} 
对 于 任意 cE Do = Cares dot Cen) PRs) 为 c 的 第 
i 分量, 记 为 50; = (aiysi). 令 
ii, = { (a, 58:20) |e © > <i a, (@;55;) = G5 
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i € {lrersn}} 
A =(A J EUH à, 
XE AH.) 是 由 H ERA AUL F EARNER- 
定义 映射 ASA, 
flay=lal, VaeA, 
这 里 [aj 表示 a € A UF HEH AH,- 类 .下 面 证明 f 是 单 的 . 

Hana E A, 满足 [a1j = [4a], 则 a 二 as 或 存在 自然 数 p 使 

得 
al 一 站 CGI = Egg gt ty dp = Eol prta p = Gos 
RP E Slid) Rede) € Hot = lip. A Ha, sa 
E A, 所 以 p 为 偶数 . 设 户 = 29. 对 9 用 数学 归纳 法 证 明 a, = az. 
设 g = 二 1, 此 时 有 
Q = ty) sf), = ts stod = Az. 
BRe, € AULA TE sse) © Ho tE di) = Ca: 55:00). X 
Bee X yon <a. HE d, = sizan MA tidi = tre, 知 存在 JE {lns 
ny ,使 得 cs = Sardi 一 ai 有 上 且 (aiysrzo) = Ope WLR tse = t2832 HL 
fs, = ts, A D 的 定义 即 知 有 a; = taj Ll a, =the =S ha 一 
tza; = ted, = a. 
设 9 > 1. 此 时 有 
ay = fiestid! = tolas ydy 一 Ca 
和 二 面 的 证 明 类 似 地 可 知 a = taca 所 以 有 
ay = tacy stada = bcs stod = Gy. 
由 归纳 假定 即 知 a, = äg 

因此 了 是 单 同 态 . 可 以 把 aE 4 等 同 于 [ae] € 41, 从 而 4 就 是 
A, HFA. 

在 上 述 构 造 过 程 中 ,以 A, HA, Te A, 这 个 过 程 一 直 
继续 下 去 ,可 以 得 到 Sn 了 从 而 得 
到 A; =A, <=. 对 于 任意 i HE F; 时 ,显然 可 以 使 得 F; 的 基 不 
同 F Fas Fy yey Fii 的 基 . 为 了 方便 ， fia € A, U F, 所 在 的 
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MH,)- 类 为 -aj。. 

令 AC) = GARE A 一 4, 有 

定理 10.1 A Ba 内 射 系 . 

WEBA iI = U Ss. #5 的 左 理想 且 |K| 之 a,g:1 >All 
S- 辐 态 .对 任意 大 ,7 e K.F ss, = ts, WA sgis) = gls). AAK 
是 有 限 集合 ,所 以 可 设 天 一 :12) AAA SA SAS, 
RIFE n WEG) egn) © An 

6 = AED E Ga) ED) 
从 而 ze 是 F, 的 基 元素 , 所 以 Lzoj, E Aa. MERA EC 天 ,有 
ats) 一 [LS8(Cs = User, = lre] 

所 以 对 任意 了 E7 EgO) = slr ],. 这 说 明 AN HE -Baer 准则 ， 
从 而 由 命题 8. 10 知 AN) FB a- 内 射 的 . if 

所 以 对 于 任意 S- RARE A HE KR A RG AM fea 内 
射 的 . 有 了 定理 10. 1, 就 可 以 利用 e- 内 射 性 研究 么 半 群 的 同调 分 
类 问题 了 . 为 此 先 证 明 

引 理 10.2 设 A4 是 S- 系 ,A'* 如 定理 10.1. 若 存在 6 € As 
n> 0.487% AS S5, 则 存在 c © 4,-1; 使 得 4 和 Se. 

证 明 OE A, WB. Fike E A 一 41. BA 
的 构造 过 程 可知 存 在 zx ES,zE >)， ,使 得 5= [wz ,由 条 件 
知 对 于 任意 a € A Rev eS, HB a = vd. MU [el], = 
(ver. |). 而 在 An UF, 中 人 天 vuxs， 所 以 存在 Lott, © S., 
使 得 

VUL, = fi sfd) = belay tpd, =A, 

这 里 (cjyd) 或 (de E Hn. HTVA Cedi) = Ge,-c) fe = C, 
5) ,这 是 因为 a = 2. 对 于 tic 和 4a, 类 似 于 前 面 的 证 明 可 知 tic = a. 
L A C Sc 而 c € A, i. pA 

定理 10.3 BÆ a > 1, 则 如 下 条 件 是 等 价 的 : 

Cl) BPA EAR S- RE a- 内 射 的 ; 

(2) S 的 任意 «生成 左 理 想 是 主 左 理想 . 
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证 明 (D20) ASHER: ERA REELS, 则 
a- PLY A E58 At A te KH PAA ERE. 

GSD i= U Su eS He ERARIK] <a. H 
E S- RIO CRESNTH MUR a- AH. al> SA e: 
1 一 了 "是 自然 的 包含 同 态 , 则 存在 S- 同 态 f:S 一 11, 使 得 下 图 可 
换 : 


Pa 


pa 


所 以 对 任意 &EK,f(u) = falu) = P) =a ui = uf (1). 
因此 有 
I = Y Su = Y Safa) S Sf). 

而 f(1) ET 了, 所 以 存在 n, 使 得 f(1) EL. Bre=a,M fel, 
故 了 = Sf). Hn > 0 MHRA 10.2 Met CEL, ,使 得 也 
Sc. n l, ile El =, P = Se. An > 1,0 FSFE 10. 2 
继续 上 述 过 程 . 总 之 可 以 证 明了 是 主 左 理想 ， i 

推论 10.4 ”如 下 条 件 是 等 价 的 : 

(1) SPARS AG S- 系 是 弱 内 射 的 ; 

(2) S 是 主 左 理想 么 半 群 , 即 $ 的 任意 左 理想 都 是 订 左 理想 . 

证 明 “在 定理 10. 3 中 令 a= [S| ENE. Mh 

推论 10.5 设 基 数 e 满 足 2< zx 所 兴 ,, 则 如 下 条 件 是 等 价 的 : 

(1) RA ESA S- RAR AR ARH: 

(2) BRA SESS AGT S- RÆ e- 内 射 的 ; 

(3) 所 有 主 弱 内 射 S- 系 是 3- 内 射 的 ; 

(4) S 的 任意 3- 生成 左 理 想 是 主 左 理想 ; 

(5) S 的 任意 有 限 生 成 左 理 想 是 主 左 理想 . 

证 明 (1)=(2) 一 (3) BR. 
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(3) 二 (4) 由 定理 10. 3 BU. 
A=) adb E58, 则 Sa US6 是 3- 生 或 左 理想 ,从 而 是 
EARE, SILA Sa 三 3 或 3 三 Sa. 由 此 即 可 得 知 任意 有 限 
(S)>(1) 由 定理 10. 3 即 得 结论 . if 
引 理 10.6 A BS- Z, ADe 是 定理 10. 1 中 构造 的 a- 内 
射 S- 系 . 恕 果 4 包 含 在 4. 的 某 个 有 限 生 成 子 系 中 ,那么 4 包含 在 
A, 的 有 限 生 成 子 系 中 . 
TERA Ob, AREA A Ü Sb SIRE AB RE AW H, 
则 结论 自然 成 立 , EB, eb, E A, — Ani sb E AL). A 
为 A, = (Ani U Fn) ACH- > BPA 
bi = (uta denis LSS 
这 里 {z.le € S dE Ps 1 的 基 ,01,*…,0, E Ds € 
5. 设 对 任意 i € {1,… ,rr),0;: € > A 
O; = (Coir Se dott {Cig Sep). 
iia E A, Ha E Sb; t € {leer} RIFE E 5S, 使 得 a a 
vb. 所 以 a = [a], 5 = Louire |). ERa x vers,» IARE e, 
t E S, {#8 
VU = Eye, std, = tacas tod, = as 
其 中 (cd 或 人 dc € Hn 所 以 存在 7 oro p: ,使 得 
C = Sika > d, = Ci 
和 定理 19. 1 前 面 的 证 明 类 似 地 可 证 tc = a. 所 以 
Ac{ ad, Seu} U C U Sb)» 
15,752; 
BI 4 包含 在 4,. | 的 有 限 生 成 子 系 中 . i 
定理 10.7 设 基数 4 之 仿 ,。; 则 以 下 条 件 是 等 价 的 : 
(1) RAS ARAN S- 系 是 a- 内 射 的 ; 
(2) S 的 任意 w 生成 左 理想 是 有 限 生 成 的 . 
证 明 >) 因为 3 的 任意 e- 生成 左 理想 是 有 限 生成 
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的 ,所 以 弦 有 限 内 射 和 e- 内 射 是 一 致 的 概念 , 故 结论 成 立 . 
MSD BIESH ae ERA. 考虑 如 下 的 图 : 


| ee 


f 


K 


psu 


由 六 xs 的 a- 内 射 性 可 知 存在 S- 同 态 f;S 一 TS] 使 得 上 图 可 换 ， 
对 任意 ”> E LE 
r=fr)=rf1). 

WATZSSO) MRF EL, = SIO) ,所 以 了 7 是 有 限 生 成 
ae/SDEL—1L-, UICSIDC!L MI BEE L AR 
生成 子 系 中 ,所 以 由 引 理 10. 6 知 了 包含 在 六 -的 有 限 生 成 子 系 中 ， 
如 果 n 记 1, 则 还 可 以 利用 引 理 10.6. 最 后 可 得 了 包含 在 7 的 有 限 生 
成 子 系 中 ,所 以 了 是 有 限 生成 的 . # 

推论 10.8 iA PRR IS SoS WM FREES 
的 : 

a) 所 有 弱 有 限 内 射 S- 系 是 弱 内 射 的 ; 

(2) 所 有 能 有 限 内 射 3$- RE L- 内 射 的 ; 

《3) 所 有 弱 有 限 内 射 S- 系 是 N- 内 射 的 ; 

(4) S 的 任意 可 数 生 成 左 理想 是 有 限 生 成 的 ; 

(5) S EA Noether & 24 #E. 

证 明 (= (2)>(3) ”显然 . 

(3) 二 (4) ”由 定理 10.7 即 得 ， 

(4) 二 (5)” 设 1 是 5 的 左 理想 . 若 7 不 是 有 限 生成 的 , 则 存在 
S 的 左 理想 严格 升 链 

Sa, < Sa, U Sa, < Sa, USas U Sa,<+, 


RE aar € LAI =U San MJ Æ S 的 可 数 生成 左 理想 ,所 


MAREM J 是 有 限 生成 的 , 即 了 = Sb, bbn E J. EA 
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IERTE n fE I = Ü Sa FR. 因此 了 是 有 限 生 成 左 理想 ,好 
S 是 无 Noether &4¢##. 
(S)=>(1) ”由 定理 10. 7 即 得 结论 . Hf 
定理 8.17 刻画 了 所 有 S- 系 是 主 弱 内 射 系 的 乏 半 群 . 定理 
8. 25 给 出 了 所 有 主 弱 内 射 S- 系 是 内 射 系 的 么 半 群 的 一 些 等 价 条 
件 . 有 了 定理 10. 1 中 关于 AM 的 构造 ,就 可 以 刻画 所 有 主 弱 内 射 
系 是 内 射 系 的 乏 半 群 . 为 此 先 引入 下 列 记 号 : 
i AEA S- fa EA EX 
ann(a) = ({(z,v) ES X Slua = va}, 
显然 ann(a) 是 5 的 左 同 余 , 称 为 元 素 a MAST AR. 
设 2 是 S 上 的 左 同 余 , 定 义 
Ann(a) = {s E §|(u,v) € Asus = vs}, 
Wl Anna) = @ ae Ann) 是 5S 的 右 理 想 , 当 Ann( Æ o BY ER 
其 为 4 的 右 零 化 子 理想 . 
RAe ES 上 的 左 同 余 # ES 定义 
Ann lA, p) ={s © S| WR lev) € À H us Æ vs, 
MEE hk © SAER us = ht, hok, 
kt = vs} U Anna). 
Bst E S.s ih n- ERER LM PREY n mA P = 
(Pret Pa) Q = (a) R= yer) E S": 


et 


~ rn =t. 
定理 10.9 ”对 于 么 半 群 S$, 以 下 两 条 等 价 : 
(1) RFAESAR S- 系 是 内 射 的 ; 
(2》 $ 是 主 左 理想 么 半 群 ,含有 右 零 元 , 旦 满足 如 下 的 条 件 
(Cl); 
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(Cl 4S HESLA PACES CS AAU EE 5, 以 及 
SLEEP RA HAA A RRA AS fot yn ERP s, 
s Pa) Q = (CAEL POET iS = rye ot,) 满足 ann (q;) Cc Asp, € 
ANN CAAD Si Sn) aud, = (CAA) husikus}. 

证 明 DSD RARAESAR S- 系 是 内 射 的 , 则 由 推 
论 10.4515 是 主 左 理想 么 半 群 . 

XIF S- RS HEERA S- AS”. HRMS” BAR 
的 ,所 以 存在 S- 同 态 %, 使 得 下 图 可 换 : 


g 

对 于 任意 >E S,%(0) = $0) = sy(0), 所 以 gO Æ SE 中 的 有 
BI. H PO) E S,. in = 0, GO) 就 是 5S 中 的 右 零 元 . 设 n > 
1. Ap YO E S, 一 S,_1. 因 为 S, = Sai UF,_1)/AH,_1)， 
所 以 0) = [ere], ,这 里 ;zoleE 》),,} 是 所 ,的 自由 基 ,o E 
> E Siko = (asw) ,wu€ Sia € Sy. Ht € Su, 则 存在 v 
ES, 使 得 上 一 zz PEVA pO) = [tes] = [vut h 因为 (ayuxs) 
€ H, PE O) = [va] E S FR. PP t & Su. 

对 于 任意 s Es, h gO = sp0 可 知 有 

[sex l-1 = [tre] 
所 以 存在 二 ,…,t。E S, 使 得 
StXq = tb stid, = tebsy" td, = tros 

R E dd) E 五 。 或 (di € Hii = lysp, RE str, = 
tz, H tdp = tzo Wd, = ux. Apt uz, = tz, Mi 二 tou E Su, 
了 矛盾. 所 以 有 stre = tx, et = st. XWH BS HAST. 

设 4 是 $ 的 任意 堪 同 祭 了 一 S* 是 3 的 主 左 理想 , 则 五 一 {aala 
E D ESAR S-F R. HESA S- AUD”, HREM 
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是 内 射 的 ,所 以 存在 3- 同 态 %:SA 一 (4)1 ,使 得 下 图 可 换 ， 
h- 一 一 -一 一 SA 
《了 ) =] 


A 
MERA) E 4, 有 


Aga) = Pha) = PRA) = RGA). 


toy 


又 显然 有 
sh = PH) = P(sC1A)) = slà). 

WA ERMEE u CIB GUA = uh ik’ = us, 
则 sà = sus, Bll susds, MATFERE CALA) E A, A husdkus, On =1,5~, 
=q =l =s = s 则 容易 验证 条 件 (CI) 成 立 . 

HPQ E Ca 1 因为 

Gada = aai U FD /ACH1)s 
BRUA PAD = [pizh RPD 一 [mnh KB € > pÉ € 
Sym E Ui). 1 因为 (m4,1) CD) RUBS e= (ml1), 则 有 
(m,z,) E H, o Ak 
gla) = [mh = Lay has. 

所 以 我 们 总 可 以 假定 POA) = [pri sk B {aloe SD. jt 
F.. ÉH HH. 

WARE S, (RR AAR, TM APAA = keD AEA 

[Api te Jai = [Apita h-i. 
所 以 有 pixo = kPt RATE tee ,tt E SR 
Apita = ilibidi = bgt tid, = EP £as 

这 里 (caD) © H, Rido) € Hyped = lel. 

o= (maD E >) ,这 里 9 E Som E Dn WH hp. 
= kp 或 

Ap, = tog, +tymACH,- tym, stg = AP}. 
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fH tint, ton, © U). Hem ACH, Otim ABP tm, 一 tony. EX 
S Lidell gy à X 
A, = annm). 
因此 有 Ap = kp, 或 
hpi = ty@istiAtetq: = Epis 
所 以 p, E Ann også) X E Ay = A WMR k) E anng), W 
hq, = ka HF m, € a, SLAM Am = km. HEA Ak) 
和 ann(m,) = À. BL ann(g,) G A. 
因为 
[sà] = 5A = sf (1a) = Lspized 1 
而 且 AA spice AFTE rere ES 使 得 
SP Be 一 ncnd) = Falas mda = $M, 
Bed.) Roc) E Ay. = Lory. BPR 
SP) = rig, rm = sÀ. 
im = Chore dh- Rom, = Lm], 2 Hm © Map ES, 
cE > llr DY ,是 忆 -: 的 自由 基 , 和 前 面 的 讨论 类 似 
地 可 知 可 以 假定 m 具有 形式 
my = [Piy h- 
r= (mog) € Y) p RE m E (TD sg € S. EX 
A, = ann(m,), 
Gl) Ap ES 上 的 左 同 余 . 
设 AAA, MW hm, = km, , BPD Apey- je- = [R poy da- ALIRI 
于 前 面 的 讨论 可 以 证 明 Ap: = kpe 或 者 存在 t,t1' E S 使 得 
hp: = tq, tart! st' qs = kp;. 
因此 有 ps © Ann sgar). HF Ong) =r E D, ,， 所 以 类 似 
于 前 面 的 证 明 可 知 有 annta) Ca. 再 由 [sh 2 = Lr Peyda -2 BA 
B sà Æ ripy 可 得 
TiPs = Toz = SÀ, 
这 里 ~: ES. 
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继续 上 壕 过 程 , 可 知 革 在 元 素 Pogor, E Som, € UT); aU S 

tn) 满足 

SPL S ngs 

OP S nogas TStGn— 1. 
定义 为 = ASA, = ann(on,), WIA annig) C Ap; € Ann(A, igis 
VAKI), Arm, = sA AE m, € 工 .因此 存在 ww € S 使得 
m, = usa, FELA sÀ = r, Cush) = (r,us A, BI sarius. XERA, k) E 
ASAM, = km, Ghusa = kushusàkus. 

这 就 证 明了 S MERCI. 

(D>) 设 S$ 是 含有 右 零 元 的 主 左 理想 么 半 群 , 旦 满足 条 
件 (CD. 设 4 是 任意 主 弱 内 射 S- 系 .我 们 首先 证 明 对 于 5 的 任意 
主 左 理想 T= Ss, 任 意 5S- 同 访 f ;有 一 妇 , 存 在 $- 同 态 g:S/4 一 A， 
使 得 下 图 可 换 : 


I, 一 一 一 人 


f Lg 


A 


这 里 4 是 3 上 的 任意 左 同 余 . 
由 题 设 条 件 知 存在 自然 数 =, 元 素 z 户 和 和 和 3, 以 及 SS 上 的 
ARR AC Sin) WERC. 
定义 映射 fasg 一 4， 
faqa) = fltusd), YES. 
H tga = t'g,, Wot) E ann(g,) CA. MH AM A = {(h， 
k) | Ausakus} ,所 以 tusXt'us, 因 此 f(tusad = f(t'usd) WS, 是 有 定 
Mis. 显然 有 还 是 5S- 同 态 .因为 4 是 主 弱 内 射 的 ,所 以 存在 S- 同 
ASS 一 AIET, se, = .如 下 定义 映射 4.:S/h-1 > As 
wlth 1) = Fp). YiES, 
i Aat RAY p, E Ann Agn An) ,所 以 有 
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(a) tp, = tp, 
(b) tp, = vgs VAU, vq, — E Pro 
Hee ES WR) Mar MWe.) = Fe pa) MR) 成 立 ， 
则 由 六 的 定义 可 知 vusAv'ws ,因此 
a(ta, i) =f,Gp.) = J gn) = fvq,) 
= f (vusd) = f(c'usd) = f,(v'g,) 
=f,(v'g.) = Fit pi) = ot 1), 
所 以 mw 是 有 定义 的 . 显然 &, 是 S- 同 态 ， 
定义 映射 Fa 1:59x- 1 As 
Fa Ga) = adds Wee S, 
tq.) =e'q, MG) E annig) CA 1, 所 以 fi 是 有 定义 
H S-AR. 由 于 4 是 主 弱 内 射 的 ,所 以 存在 5S- 间 态 声 -1:5 一 有 4, 使 
Sea lsa = Su 
ELT an S/A 一 A, 
an EAn 2) = faith), VEES. 
tA, = L Ae M At. LAR thai = E pn KAFE E 
5 ,使 得 
让。 = TB 一 
WR tbai = fp. AT Upa) a Fiat pep: 否则 有 
ct 2) =a Cpa) = Faga) = f, ote) 
=a, (VÀ, 1) = ov 1) = Sa agna) 
=F. (lg 1) = Tai pai) = aie hen. 
这 说 明 % 是 有 定义 的 5- 同 态 . 
继续 上 述 过 程 , 可 得 到 S- 同 态 fi:Sg, > A, FS 一 Asa: 
SA > AQ Sin), (eR 
fltqs) = f usà), YLES, 
Fiag) = GG), YLES Snl, 
fis = fo 1SiSn, 
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aA = ftp), VIES, Lia. 
PAS g = aS = S/A A, PHEW ec BS OPK. HE 
Bs 
g (sd) =a,(sd) = a GA = Fsp) = Si (rig; 
=fr) = @ (ra) = Fripp.) = fig) 
= farge) = A (rad) = 0 = ry Ae 1) 
= fir. Pe) = La) = flr,g,) 
= f (r,usa) = f(tusà) = f (sa), 
所 以 对 任意 t © Syts © [,giesd) = tg(sd) = tf (sd) = (ts), 因 
此 el, =f. 
设 MEER S-A.N<M.G.N-+AZES- (AG. ERG 
B= UNE IN SN SM, 
p' € Homs(N 4) HB e'ls = } 
上 定义 偏 序 
(N' 6) SS NPSN IN Ply = 9". 
由 Zorn 引 理 知 全 中 有 极 大 元 , 设 其 为 (P,9) ,下 证 P= 二 M. RRP 
+ 时 , 则 存在 sm EM 一 P. 令 T= {s€ Slsm€P}. 
izi= OW Sm N P = 名 , 定 义 上 映射 a;Sm UP A, 
alsm) = sa, YsES, 
alp) =p), YPEP, 
Hs, eS 的 右 零 元 ,a 是 4 中 任意 固定 的 元 . 显然 asm) = sa 
= tsa =telsm) ,所 以 a 是 S- 同 态 且 ols 二 0, 故 (P,0) S(Sm UP, 
a). ACPA) 的 极 大 性 矛盾 . 
RIAD. PARAM REAR , 故 不 妨 设 工 = Ss. ES hE 
KAR A: 
hik@hm = km, 
BD A = ann (mn). E SEA gl > A, 
pisà) = Olism), Yre S. 
RAY RAH S- AS. 所 以 由 已 证 的 结果 知 存在 S- EE a 
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S/R» AIER ul, = 从 定义 映射 x:Sm U P — A, 
atm) = waa), YLES, 
alp) =p), YPEP. 
WMR tm = tm, WA A GA = uA, im = pe PME 
了 ,所 以 存在 上 E Sf Gt = e's. 因此 
aim) 一 AtA) = u(t'sdd = p saA) 
=G(t'sm) = 8am) = Kp) = alp). 
所 以 a 是 有 定义 的 , 且 是 5- 同 态 .但 是 (P,9) (Sm U Poa) PB. 
上 述 矛 盾 说 明 只 能 有 已 = M. PA A EAS. 这 就 证 明了 
任意 主 弱 内 射 S- 系 是 内 射 的 . i 
引 理 10.10 设 S* 是 3 的 主 左 理想 ,4 是 S LAM R. Rn 
EB RR. ACES 的 元 素 upg URS EWA RAIS 
<n) 满足 条 件 (CD. 若 gq,,…,q, 都 是 正则 元 , 则 存在 S 的 元 素 x 满 
足下 述 条 件 ER ALR E S, hàik>hzrusikzus; (ER t E S ,tsàtszus. 
WA i = Ss. ERC (1.02) Ba = qa; qi CIE 
AIHER RRES, 
hi, Rhpg AR piq. 
Fl aaa: = qi PEVA Cag’ 11) E anng) it gai Al 因为 记 
E Ann(QA,_159:54) ,所 以 有 hp; = kt REPER k ES 使 得 
hp, = hig, h AR 大 = kpa 
Ë hp: = kp, Wl hpa! = kpa» HRA hpa Akpa. 若 后 一 种 情 
形 出 现 , 则 有 
hpg! = hqg Ah AR AR Gq! = kpg: 
Fb StF ERR ALA E S, A AAR, Mh ERA RMA AzA Az, 
这 里 T = DG Pegs! Pde ATTA Azusdecus, 
BR sAs FAR ERARDA spg Aspig'. 而 sp: = mg: 
所 以 有 riggs Aspigs. X 由 于 ag'Al, 所 以 有 rÀ ASh 
EIE ri Pzgr hsp191 pz9z'. E ripa = rege PSR ragag: 43 加 9 Pode . 
利用 gzgz' Ae] 即 得 


rahzs 户 191 Paz. 
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继续 上 述 过 程 , 即 得 mspi9y Poga se Page’ 一 sz 所 以 由 为 的 定义 
即 知 有 rasaszzs, FRA r, = tt 以 及 sàtus 即 得 sAszus. 所 以 结论 成 
立 . | I 

由 定理 10. 9 及 引 理 10. 10 可 以 导出 推论 3. 11 的 结论 , 即 $ 是 
完全 左 内 射 么 半 群 当 且 仅 当 & 中 含有 右 零 元 , 且 对 于 S 的 任意 左 
理想 了 和 任意 左 同 余 4, 存 在 yE 7, 使 得 对 于 任意 :1 E I, tyi, HX} 
{ER h,k E S hAk-mhydky. 其 证 明 过 程 恕 下: 

RS 是 完全 左 内 射 么 半 群 , 则 所 有 主 弱 内 射 S- 系 是 内 射 的 ， 
因此 5S 含有 右 零 元 , 且 所 有 左 理 起 都 是 主 左 理想 ,S 满足 条 件 
(Cl). 又 显然 所 有 左 S- ARAEBARA. AT S EWS BBE. 

设 T 是 5S 的 任意 左 理 想 ,4 是 S 的 任意 左 同 余 , 则 存在 * € 5， 
使 得 工 一 Ss. 由 引 理 10. 10 知 存在 x E 5, 使 得 对 任意 h,& ES, 
hdk=>hcusdkaus; HS FER C 了 tzas, 邻 y= 二 zus, 则 y € 1. Hie 
显然 成 立 . 

反 过 来 ,容易 证 明 S 是 主 左 理想 么 半 群 . 类 似 于 定理 10. 9 的 
证 明 可 知 $ 满 足 条 件 (CT). 所 以 由 定理 10.9 知 所 有 主 弱 内 射 S- 系 
EAH. AMS 是 正则 么 半 群 ,所 以 所 有 左 S- 系 是 主 弱 内 射 的 . 
由 此 即 得 所 有 S- 系 是 内 射 的 , 即 S 是 完全 左 内 射 么 半 群 . AN 

下 面 给 出 例子 说 明 存在 乏 半 群 S, 其 上 的 所 有 主 弱 内 射 S- 系 
是 内 射 的 ,但 5S 不 是 完全 左 内 射 的 . 

例 10.11 设 $ 是 由 元 素 < 生 成 的 无 限 循环 么 半 群 , 则 所 有 主 
BAR S- 系 是 内 射 的 ,但 S 不 是 完全 左 内 射 的 . 

证 明 5S* 中 的 正则 元 只 有 两 个 ;0 和 1 二 a ,所 以 5 不 是 正则 
乏 半 群 ,从 而 不 是 完全 左 内 射 么 半 群 . 

BARS 是 交换 的 主 理想 么 半 群 , 且 没 有 零 因子 , 

KRsES ABS EHEAR. MRs = 0 Mn =1,.6 p= 
gd =u = ior, = 0, BRE sp, = riqiorius = 0, AR saryus. ACh, 
k) € ann(q,), MA =A, fF anng) BEE S 的 任意 同 余 中 . S 
A, = (CA, A) lhusàkus}. 因为 二 0, 所 以 入 二 5S? X S mR Rk E 
S {£78 AA’, Ml] Al = A1l,AAA.A1 = k1, AFLA 1 © Annga,1,A,). 
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因此 下 面 假定 s 关 0. 设 = 1 Mn = lepi 5r ne 
1.9, = S.A, = { (h.k) |Asdks}, BRA, = (CAR) |hs = ks} = (h, 
k) |k =k} = 1558p, = rg ,sAryus, X ann(q,) = ann(s) = 19, }if 
BX ann(q;) © A. AA A= lo, 所 以 有 1E Annl,s, à). 

Pi RGAE AA 1e. 此 时 存在 i,z © 9 ,使 得 上 天 = 但 tr 
不 妨 设 St 是 具有 上 述 性 质 揭 元 素 上 所 生成 的 主 理想 中 的 极 大 者 . 
显然 i OCEN Aà = 1). MR z = 0, Wl AO, AM O22", ALA At. 
BRR? =i HBA Re = 1. WR = 1, 则 140, 所 以 对 任意 5 E 
So, A 600. 因此 = S° XS, 此 时 令 n = 1,6, = 9g, =r, =u = 0; 
A, = S°X 5°, 则 容易 验证 条 件 (CT 成 立 . 

HEA FAR RE s A O,A sé lo, AS? X 5S", 且 存在 非 零 元 素 t， 
z E S {RREA z, fede. ft Se RA LEER ICR t BERRY 
主 理想 中 的 极 大 者 . 

Ay SE ER ER RE Ss CS, RA StS S's. 
ST Ss Sn=1,p) =r, =u = 1,9, =5 WERE shi = rg, 
sarjus, & A, = {(h,k) |hsàks} , Mij ann€g,) = ann(s) = 15°, BFL 
ann{q,) CA. Kv E Se, Aude’. Be = v Mol = wi, 如 
Rv Av Mow E SCA Se 的 极 大 性 以 及 S" 是 主 理 想 乏 半 
FE). 所 以 vv E S's, ROE FE AR © S RR = hsv’ = ks. A 
由 Asàks BIG (AR) € A. BRL 1 © Annd,s,A,). MACD 满足 ， 

设 S°s C Se 显然 存在 自然 数 c,d,e, 使 得 

t=a',z=a',d=ct+e,e>0. 
由 that = ta 易 知 th"+“, 这 里 m 是 任意 自然 数 .可 以 选取 ww S, 
EIR Aw, A Sw G S's & 8%. 

i yk CS (PB s = yt,w = ks, Ml sdAyw H yw = yks. On = 
2,x = l pi = lgi = toh, = Yo Po = wg = Sor, = yk, À = (CA, 
hi) |Atah't},A, = {th h’) lAsah's} WA 


spi = SMS Nas 


rip; = yw = yks = rq, 
rus = yks = ywas, 
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由 于 :go = Ovg, £ OAFLA ann(g,) Ca. sanni) G A. 

Hve E S" EE o Av [E viv WEE CS Ru = 
htu = hr. BMA A Aah: nf Choa’) © A. BE 1 © Ann(Qyz,A)) 
Bl p, © Ann Agsgy 9A). 

设 v.v © 5, 使 得 vAv', 则 vtAv'z, 由 于 Sw SS, PRR A 
vw w., El A vw = vhs www = viks, AERA A vksàv ks, 因此 
vkau' k. XWH w E Ann(A,,s,a,). BI ps © Ann(A,sq25A;). 

总 之 ,S* 满足 条 件 (CTD). 所 以 由 定理 10. 9 AER A S- 
系 是 内 射 的 . A 
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本 节 计 论 主 弱 内 射 系 的 推广 — WRS- 系 , 其 主要 结果 选 
自 [L55j. 

定义 14.1 设 A 是 S- 系 . 称 A4 是 可 除 的 ;如果 对 于 5 的 任意 
AB Hits, sA= A. 

定理 11.2 任意 主 弱 内 射 系 是 可 除 的 . 

证 明 设 4 是 主 弱 内 射 系 ,s 是 S$ 的 任意 右 可 消 元 ,要 证 明 sA 
一 A. 为 此 , 任 取 a € 4, 考虑 方程 sic a. BARES ,使 得 hs 二 ks， 
则 由 :的 右 可 消 性 知 4 = k, FFD ha = ka, 这 说 明 方 程 sx = a 是 容 
许 的 , 因为 4 是 主 弱 内 射 的 ;所 以 由 命题 8. 10 知 方程 sx =a EA 
h AR. BEFEL € A, (FH sdb a 由 4 的 任意 性 即 知 sA = 
A, if 

下 面 的 定理 11, 4 将 说 明 可 除 性 不 必 是 主 弱 内 射 的 . 

定义 11.3 设 5 是 么 半 群 ,s € S. 称 * 是 几乎 正则 的 ,如 果 存 在 
rr Sm E SAS 的 右 可 消 元 cvcn ES, EE 

5S = STS, 
车 S 中 的 所 有 元 素 都 是 几乎 正则 的 , 则 称 $ 是 几乎 正则 乏 半 群 . 
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it s E€ S EEM., MTE s E 5, 使 得 s = sss, Os, 一 sr 一 
shae = lari = 150s = sirsssic, 一 ss 所 以 正则 元 是 几乎 正则 的 ， 
从 而 正则 么 半 群 是 见 乎 正则 的 . Rs ES 是 右 可 消 元 . So 一 > 一 
ss =r, = 1, Ms =s,rs.s,¢, a RTE EE 
从 而 右 可 消 么 半 群 就 是 几乎 正则 么 半 群 . 

定理 11.4 ”如 下 两 条 是 等 价 的 : 

(1) 所 有 可 除 S- 系 是 主 弱 内 射 的 ; 

(2) S 是 几乎 正则 的 . 

WEAR MDSD 记 C 为 $ 的 所 有 右 可 消 元 构成 的 集合 . 设 
A EIES- 系 ,规定 

> 一 4XC， 
以 >，, 为 自由 基 作 自由 左 S. KF =X Sz. 再 定义 


K, = [lacz ) lo = (ac) € > 
= (A U FAK,). 
ERA BAS- R. Raa: € A4A, 使 得 在 A 中 有 Lai] 一 Lasj, 则 a 
= a, RFE ttot © 5S, 使 得 
a = tb) .t)d, = tibar thd, = azs 
3X HB Cb, .d;) 或 (db E Kosi 一 1, 由 天 ,的 特点 可 知 半 一 - 定 
是 偶数 , 下面 用 数学 归纳 法 证 明 2 = a. 
itn 一 2. 此 时 有 
a, = tb) std = toby ,tods = ay, 
BRO, E 4, 所 以 di 二 cxs, 其 中 o = lhe) € > 因此 六 一 cz 
d, = b). JÅ hez, = ter, WB tic = he. 又 c 是 右 可 消 元 ;所 以 t= 二 
ta 因此 有 
a, = hb, = tb, = ted, = ar. 
Tn > 2. 和 上 面 的 证 法 类 似 地 可 以 证 明 a, = tba 所 以 有 
ai = tibystady 一 
由 归纳 假定 即 知 有 ai = Ay. 
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因此 ,日 然 同 仿 S:A Aa > [a] EC A POSER A A, 
中 . 如 果 把 a Ala] 等 同 起 来 , 则 可 以 把 4 看 成 是 4 S- TA. 

用 类 似 的 方法 可 以 构造 > Den E Fes K Kars 
UR S- FA, SA, Si Ay = ALD 


A = UA, 


i] 
e 


FKA A 是 可 除 系 . 

ATAR WA, UF FTR a 所 在 的 ACK,)- 类 为 [aj.. 设 
cE Cia E 7, 则 存在 ,使 得 a€ 4 所 以 rz 一 (ac) © >) ,从 而 
(a,cz,) € K, UY An 中 有 

a = [a] = [ez], = clr]. 

而 [z € Avi At cA 二 页 .这 即 证 明了 页 是 可 除 的 . 

设 s€ S. 令 4 二 53, 则 及 是 可 除 5- 系 ,所 以 是 主 弱 内 射 的 . 因 
此 对 于 自然 的 包含 同 态 a:Ss -> A, FEE S- PAA BS 一 全, 使 得 下 


图 可 换 : 
| 
R B 


ye 

FELI s = als) = AC) = RO). 1 AC) E A,. Man = 二 0, 则 8(1) 
E Ss, 故 :是 正则 元 ,因此 是 几乎 正则 的 . Fin >l. 

BA A, = (A. U Fn 1)/AK,-_0), 所 以 BB(1) = Donni 1 
者 BQ) = [rszo] -这 里 mr E A, = lan co ED)» 
ana €E A, r, E S. AA Onm DEA. XC DRY 
mor) © 天 因此 [mm h-i = [rh RE r = m-l). 
故 有 


BO) = [m,n 1h- = Lada. 
所 以 总 可 以 假定 8(1) = [rz 因此 
[sent 一 5 一 58(1) = [sr.zcl. 15 


Bil (sr.tees) © A( 天 .所 以 存在 上 ES 使 得 
Sy 2g = bbh sidi = tobe. 一 5 
HoP di) E Ka-1 Rib) E Kn BIR}, = crdadh = a, PR 
VA sra = tica. 和 前 面 的 证 明 类 伏地 可 知 ad = s. 
WF n= 1, A, = Ay = Ss. 所 以 存在 rE 5, 使 得 a。, 一 
rs. WA 
S = rS bCa = Stas 
R s RS EW E wn > 2, Wa. € 4. = (Ae U 
F-2)/ACK,—2). 同上 ,可 以 假设 ae。 = Lr, ie. h oA Pr. i€8, 
ol = lansia) E >), RUA 
[5] = 8 = tiana = [Hrn h 
raTa 95) EAX 天 .因此 存在 xz © SEB 
tir = ubud = Hbst ud, = 5, 
FEF (6.4) © Kn- (db) © 天 = lorog. BRS, = 
Caia, ‘di = an-z, PB br = ic 195 = td) = hanon 
WR n = 2, Ms == wris, 这 里 rE€ 5S. 所 以 有 
S = WPS Oy) = Éag bln 一 as 
Bll s 是 弱 正则 元 . 
如 果 ne 3, 则 继续 使 用 上 面 的 讨论 方法 即 可 证 明 s* 是 弱 正 则 
的 . 
(D>) RAEN S-Z, ES, g: Ss ARS- AS. A 
为 * 是 绊 正 则 元 ,所 以 存在 rr…royst…s E SS RATT IA 
元 cj,…'cw, 使 得 
S = Sirs, 
SCt = Say 932C2 = Sah gr t yS mEn = ST aa 
MA g(s) = g lrs) = sig Cs). HF ARIRE UM EC, 
FTE a. © 4, 使 得 g(rs)》 = ca: HVA 
gis) = $1618; = 5271G 
对 于 c CC HE a, € AMER ra = caz, 所 以 
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ECS) = Sly; = 357702. 
这 个 过 程 ` 直 可 以 进行 下 去 . 最 后 可 得 
ECS) = ST pm 
因此 对 任意 上 E S.A 
gis) = tgs) = tsrnan. 

EX S- 同 态 /:S ARSO = traan Vt SM fs. = g. 这 即 
证 明了 A 是 主 弱 内 射 的 . Uf 

定理 11.5 以 下 几 条 是 等 价 的 : 

O) 所 有 S- 系 是 可 除 的 ; 

(2) S 的 所 有 左 理想 是 可 除 的 ; 

(3) sS 是 可 除 的 ; 

(4) 任意 右 可 消 元 是 右 可 道 的 . 

证 明 (1) 志 (2) 一 (3) EZR. 

DSH 设 c< 是 $ 的 右 订 消 元 , 则 有 es =S. 所 以 存在 < 和 
S ,使 得 cc = 1. Bc 是 右 可 逆 的 . 

(MDS) 设 4 是 任意 5S- 系 ,< 是 任意 右 可 消 元 , 则 存在 E 
S {ER cd = 1. 所 以 对 于 任意 a € 4, 有 

a=1*a=c(lc'a), 

Bl A 是 可 除 的 . Hf 

由 定理 8. 16 可 知 所 有 S- 系 是 主 弱 内 射 的 当 且 仅 当 3S 是 正则 
么 半 群 .由 定理 11. 4 和 11.5 可 以 给 出 该 结果 的 又 一 种 证 明 方 法 . 

没 所 有 S- ABER ANA MAA S- 系 是 可 除 的 , 且 所 有 可 
BR S- 系 是 主 蝇 内 射 的 . 所 以 由 定理 11.4 和 11.5 可 知 $ 是 弱 正则 
么 半 群 旦 任意 右 可 消 元 是 右 可 逆 元 . 设 s E S, WPT a 
Sitt sS a E Sep steely E Cy BAR S = syrsy spe) = Sorlyszcs = Saroa 
Cm = Shige 对 于 每 个 c;, 存 在 c' CS AEB cc! = 1. 所 以 有 


+ f 
S =syrs = SCC Ts = Syryey rS = Salala Fae 7S 


fi f ~t sk = 
= sarsce TOTS = SaCaca Fata T TS 一 
AP r ' ! 
== Sigg Cm! lmi’ C3 Mee, TCL TS 
! r Tarii 
= ST mEn rm- lg Pala rE TS 5 
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即 s 是 下 则 元 . 

反之 . 设 S 是 正则 的 , 则 5S 是 弱 正 则 的 , 且 任 意 右 可 消 元 是 右 
训 道 的 , 所 以 由 定理 11. 4 和 定理 11.5 即 得 结论 . 

本 章 讨 论 了 内 射 5- 系 及 其 各 种 推广 形式 . 另外 , [141]， 
门 43],[144],[14514,[146],[149] 等 文中 讨论 了 各 种 右 自 内 射 么 
HCAS, BARA S- 系 的 么 半 群 ) ,例如 右 自 内 射 正 则 乏 半 群 ， 
满足 极 小 条 件 的 右 自 内 射 么 半 群 等 . [138],[139] 中 讨论 了 逆 半 
群 上 的 内 射 S- 系 . [119] 中 讨论 了 完全 右 FSF- 内 射 么 半 群 . [31] 
中 讨论 了 左 遗 传 么 半 群 ( 即 所 有 左 理 短 皆 为 投射 S$- 系 的 么 半 群 ) 
上 的 内 射 S- 系 . 有 兴趣 的 读 考 可 直接 阅读 原文 . 另外 ,关于 S- 系 的 
内 射 包 的 研究 可 参见 [9],[52],[89] 等 ,其 中 [52 中 讨论 的 是 相 
对 于 滤 子 -2 的 多 - 内 射 包 . 
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第 四 章 ” 平坦 性 


$1 KY 
EM11 RABRAS-A.BEE S- 系 , 作 卡 氏 积 44 XB. 


H = {((as,b),(a,sb)) la E Ab € B,s € S}, 

记 p = eH) Hh HERH A x B 上 的 最 小 等 价 关 系 . 称 商 集 4 
X Bip H AM BERKER NAQ B. 

对 任意 saE A, bE RB, ab) 所 在 的 等 价 类 记 为 4 的 54. 显然 对 
任意 a €E A,b EB,sE Sas t=a sb. 

下 面 的 定理 可 用 来 判断 A @ B 中 的 两 个 元 素 是 否 相 等 . 

定理 1.2 RABHS-A.BEAS-Ra.a CASH ECB, 
WE AGB paom d Ob 的 充 要 条 件 是 :存在 41,…,a, € As 
bartet sba E Bs ti ,st E S ABB 


a = dsl, 

diti = a25 5,6 = tb,, 

rly = ays S20, = ibys (*) 
! pea t 

ant, = a's sb, = tb, 


证 明 ”对 任意 a,a' E Abb E BE AXB .上 的 关系 6 
W F: Cado la 本 存在 81r” sa, E Asb sbn E Bysy sh? + 
Sota E S ,使 得 等 式 组 (x ) 成 立 .下 证 o 是 4 X B 上 的 等 价 关系 . 
A 


-111，: 


IF Cabala, b). Xt PAE E T R. labolab), a, 
bala" b) MIRAFRA Ca, bola", b"): 


a= isis 

at, = aSos 5,4 = tbo, 
at,=a'*i, sb, = tb! > 

a e] = aU, le s= iek, 
a,'U, = az’ tz, u,b’ = u,b’, 
az U, = a3 Ugs tb! = Uzb , 
am Un = a", ub = Vab", 


所 以 了 是 等 价 关 系 . 
Rt FER Csa.6) ,ta,sb)) E 五 ,由 于 
as=a‘s, 
arl =a, s- b=] sh, 
FFEA Cas .b)eCa.sb). Kid pS a. 
W labala hb). WA a,b) = (ays, ,bpla,.s,b5) = las, 


tib) Plati sba) 一 (azsyyba) dso dP sd) = Cans 
tb Olata b = Ca’ OD AP (add ela’ ,0 ), Aho Cp. 
这 就 证 明了 5 = p. Pe MEN Ba. A 


命题 1.3 HBEAS-A,MSOBB. 
证 明 (KORA oS QB B, 
as QHN = sh, VsBMoE SOB. 
首先 证 明 a 是 有 定义 的 ; 设 5,s' E S, bb € B, 使 得 在 S (9B 中 有 
3 的 2=3 的 以, 则 由 定理 1.2 知 存在 3 ES 区， 
Uys Hr Ve E S ,使 得 
S 一 Ss 
SU, = Sythyy ujb = vib,, 


5,U, = S, ub, = v,0'. 


所 以 sb = sub = sub, = syuzb, = = 5,u,0, = $b = sb’, 
PERRIN 3:8 — SHB, 
BO = 10h, VYbes, 
显然 是 有 定义 的 . ap = 1, Ba = 1, PTA SOBR. i 
同 理 可 以 证 明 
命题 14 设 4 是 右 S- 系 , 则 4 的 3 一 4. 
KRABGRS-RBRASHAT- 系 , 这 里 了 也 是 一 个 么 半 群 . 
作 张 量 积 4 加 号 在 4 的 3 工 定 义 右 7- 作用 如 下 : 
aH t=abt, Ya€E Abe BET. 
先 证 明 上 述 定 义 是 有 意义 的 : 设 < 四 一 < 四 六 ,这 里 ao EA, 
6,6 € B, MHELL 24 FE a a, E Arb yb, © Btt’ 
anszn E S ER 


a = atis 
aU = Hz, wb = vbs 
Ar = A'e uP, = Ub. 


FELI a QO) bt = au, = a, O ubt = a, ubst = ayv, HOt = 
au, Q ba = ++ = au, bt = a, 6 ube = a, OÒ Vpb t = apta C 
bisa’ ODL i 

BAER ECT aC ALE BL AQB PHH UR 
byte’) = (Ca @ bt! Ce@@b-1 = aQe, N AR BRA T- 
A. WR CEA T- 系 , 则 还 可 以 作 张 量 积 (4 QE) QC, RENS 
Q 表明 是 在 $ LEKER, Q 表明 是 在 了 HERRN. 在 不 引起 
混 清 的 情况 下 省 去 5 BT. 

设 AcysBrorC 如 上 . 先 作 张 量 积 B OC. UTAR BQC EE 
SUS We fe HOS BOC 成 为 左 S- 系 .然后 还 可 以 作 张 量 积 A 
QBOT). 利用 定理 1.2, 和 命题 1. 3 的 证 明 类 似 地 可 证 明 如 下 结 
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果 : 

命题 1.5 设 S, 了 是 么 半 群 ,4sysBr,rC WE, WAER 4 
Qe QO) =~ CA GOB) GC. 

iR B EAS- 系 , 则 5 的 B 也 是 左 5- 系 .考察 命题 1.3 的 让 明 ， 
可 以 发 现 ,映射 ,8 都 是 $- 同 楚 , 所 以 命题 1.3 中 的 SO@BB 不 
KERSAA ,而 且 还 是 左 S- 系 同 构 . 同 理 命题 1.4 中 的 4 多 3 一 
A BRA S- 系 同 构 . 

固定 左 S- 系 B. 记 集 合 范畴 为 Set ,规定 : 

—@B; Act-S Set, 
A —— AQB, 


Ey 6 Ae 


其 中 名 1 的 定义 如 下 : 
(a Ilah) = ala) Hb, YaBsE ASB, 
则 有 

定理 1.6 —@ BENE S- 系 范畴 Act-S 到 集合 范畴 Set 的 
hit. 

W A,A A" BEH S- 系 ,A 一 A' 一 ~ A" 是 S- 同 
A PROL = OVFOD. M141 = lage. MA-DO 
B 是 函 子 . Uf 

同 理 可 证 : 

定理 1.7 设 4 是 右 S- 系 , 则 4 信 一 是 从 左 S- 系 范畴 S-Act 
到 集合 范畴 Set 的 函 子 . 

命题 1.8 设 B 是 左 5- 系 , 则 一 名 B3 把 满 同 态 变 为 满 映射 . 

证 明 RASA A’ 是 满 的 . 对 于 任意 a' MSE A' OB, 
存在 a © A ÈIG ala) = a', 所 以 (a@1)(a Bb) = ala) 的 5 二 
a’ Qb. i 

一 多 下 不 一 定 把 单 同 态 变 为 单 映射 OH B 的 例子 以 后 
会 见 到 很 多 . 
定义 1.9 KAS ABB PMY. MAAS 一 多 如 把 任意 单 
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A ®© B), 


FAS Ay MB. 

命题 1.10 5S- 系 8 是 平坦 的 当 且 仅 当 :对 于 任意 右 S- 系 4， 
任意 ai E A, WaS Uad SORBADO. 

WA it A.CHAS- RH AXC,a,a E AbH CBE 
COBRA aQb=a' Ot. RA aa EEC, 所 以 aS Ua SH. 
由 条 件 知 映射 (es U a'S 多 8B 一 C 的 B 是 单 的 ,所 以 在 (aS U 
dN OB FHR = d Ob. RAEES OB pRa Qba H 
D.E AOB > CHOR pAg. 

另 一 个 方向 的 证 明 是 显然 的 . i 

由 此 即 可 得 到 平坦 性 的 一 个 重要 等 价 条 件 . 

定理 1.11 设 如 是 左 3- 系 , 则 召 是 平坦 的 当 且 仅 当 :对 任意 
右 S- 系 4, 任意 ce E 4, 任 意 5,7 € BLREAQBPRa Qs 
=a © MEGS Ud NCBH ab =a OS. 

下 面 考虑 平坦 3- 系 的 性 质 . 

定理 1. 12 RBG EDAS- RM J| 是 平坦 系 当 且 仅 当 


每 个 B; 是 平坦 系 . 
证 明 ”对 于 任意 右 5S- 系 4 ,容易 证 明 
4@(18)= aes, 
内 此 即 得 结论 . H 
定理 1.13 RACB BARESEA A> BRAM. 
如 果 8B 是 平坦 系 , 则 A 也 是 平坦 系 . 

证 明 RAS f:B -> 4 满足 /1s=1. 

设 吕 是 右 S- 系 是 C 志 Dycyc E Caya' E 4, 在 DD 的 A 中 有 
Qa = (|i Oa MADOBPAcOa=c Oa. AA BEF 
的 ,所 以 在 C8 中 有 cc 名 a = 二 < Oa. HMECOAPHEcWa 
二 《多 有 (Oa) = AONE Qa = ci 的 a'. 这 就 证 明了 映 
射 C@ 四 4 一 了 四 4 是 单 的 ,从 而 4 是 平坦 系 . H 

推论 1.14 投射 系 是 平坦 系 . 

WR ”对 十 任意 e € (5S), 包 合同 态 Se 一 5 是 可 收缩 的 .而 
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由 命题 1. 4 知 sS 是 平坦 的 ,所 以 由 定理 1. 13 知 Se 是 平坦 的 . 

RP ERS- RMP [] Seve; € ECS). 所 以 由 定理 1. 12 
和 上 面 已 证 的 结果 知己 是 平坦 的 . if 

设 AEN S- 系 ,B 是 左 S- 系 ,X 是 集合 .映射 8:4 X BX 
称 为 是 平衡 的 ,如 果 对 于 任意 a E 4, 任 意 2€ B, Es € S.A 
Blas, b) = Bla,sb). 4 a: A X BAB 为 :ola.b) = a Gb, i 
显然 = 是 平衡 映射 . 

定理 1.1$ ik ARAS- ABES- Ra, AXB> AQ 
BEML CHAR WIKRE AS BLA PAM Mt 
于 任意 集合 和 和 任意 平衡 映射 8:4 xX 是 > 区 ,存在 唯一 映射 9 使 
得 下 图 可 换 : 


AX B__*__,A2B 


证 明 MERA PACD XWF: 
pla Rb) = Blab), YaQbE ASB. 
先 说 明 9 的 定义 是 可 行 的 : 设 a 人 的 5 二 a' 的 六 ,这 里 2a' E Ab, 
b € B. WER plab) = Bla’ ,b'). 由 定理 1.2 知 存在 21,…,a, E 
BE 使 得 


a = äss 
Qtl = CoS29 sib = tp,, 
Ant, = a's Sa, = tnb , 


FELA Blab) = Blasi b) = Blas b) = Bla, stb.) =o = Bla, 
tnb) = Slat.) = Bla' d). 
显然 二 ga. 下 而 证 明 8 还 是 唯一 的 . 设 还 有 8':ACB 一 XX 
满足 有 = 9 'a, 则 对 任意 4 E AS E B,gala,b) = p'aela,b), E 
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pla ® 6) = ¢'(a®b). HHAQB= abla € A bE B}, 所 
以 9 一 9 if 

因此 ,也 可 以 用 定理 1. 15 PRE PERE A 和 B ASK 
R. 注意 时兴 性质 定义 的 构造 都 在 同 构 意义 下 唯一 ,其 证 明 也 几乎 
是 同一 模式 ,参见 第 一 章 § 2. 


JA RIFE) 


RAG S- RR S- 同 态 构 成 的 图 : 


| 
y_° Z 
E S- RP URS- HEP X, g: PY RAL, OR 
以 下 两 条 被 满足 ， 
(1) 下 图 交换 : 
P J X 
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FEE A AW 一 卫 , 使 得 下 图 可 换 : 


Eo 


“ap 了 3x 
Wa 
ł Y 
vat Z 


容易 证 级 AERE Me PE. 
命题 2.1 X,Y,Z, p HE S 
K = {(z,p |r € X, y E€ Yel) = Ply)}, 
tK > X HELA y) 一 并 Te: 天 一 了 了 的 定义 为 :ra(Czryy) 
= y WK, mom) ETE. 

证 明 显然 天 EA S- Ronom Æ S- 同 态 ， 对 任意 (zyy) € 
Kar (zy) =a(z) = PCy) = Br (2,9). RW EA S- %.9:W > 
X,%:W — Y E S- AEE ap = By. 规定 映射 h:W 一 天 UNF: 

hw) = (aw), ¢@w)), Ywe W. 
因为 egw) = Pew), Th BAR MK. BARA ES- AA, 
mhlw) = pw) mh lw) = Pw), AFL mAh ,Ah = yy BIR S- 
AA Wo KHE mk = prh = g. WYR hiw) = (x,y) 
E K, lw) = (x,y) E K Mae=ma,y) = mh lw) = mh (w) 
= m,y) = r Ay 二 y. Ah = h. RHE RAM CK m, 
m) BALE. i 

定义 2.2 左 S- 系 B 称 为 是 拉 回 平坦 的 ,如 果 函 子 一 多 如 把 
Act-S 中 的 拉 回 图 仍 变 为 拉 回 图 . 

关于 拉 回 平坦 系 的 许多 等 价 刻画 放 到 $4 F. 

定义 2.3 称 左 - 系 A4 满 足 条 件 (P), 如 果 sa =s Gs ES, 
ava’ € A)> JPE a" E Auv E S, {1R su = sv,a = ua",a’ = 


ve if 


定理 2.4 满足 条 件 (P) HS- 系 是 平坦 系 . 
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证 明 RES- RARER EP) Y BG S- BX SY rr 
EXaid EA, 在 YA 中 有 ZX 的 a 二 x 的 a', 由 定理 1.2 知 存 
在 Vist Yn € Yaz så, €E A Siati Snoha € S ,使 得 


T = Sis 

Ph = Y» S10 = tds, 
Mele = Yato $242 = tds» 
Vatn = 2", Sdn = 1,2’, 


Mt n RE AEE X MA PH te Oa=2' Wa’. 
设 n == 1,08 
T = ?0319 
yh =r, sa = ta. 
因为 4 满足 条 件 (P) MUFE a, € Auw E SRG su = tiv,a 
= ua,,a’ = va,. Ah cu = Cys u = y Giu) = ytu = X'v, 故 有 
zr=rel, 
BE Xv, 1 +a = täs 
tels, va, =la, 
从 而 由 定理 1.2 MEX @APH rc Oa= r Qa. 
Ha> MF sa 一 所 aa 由 条 件 (P) 知 存在 ,vw € $,a,€ A, 
使 得 sz = tva = uaa, = va 所 以 有 


LU = ysu = YL] V = YSU, 


Deb, = ys33， SVa, = 5202 = tilge 

yt, = 2" Sully = ta’, 
USNR ED E X QAFA ru Ba, = x Oa’. HU rc Wa = 
zQua, = ru Qa, = x Ka. A 


定理 2.5 PAPH S- 系 满足 条 件 (P). 
证 明 设 左 S- 系 4 是 拉 同 平坦 的 .再 设 4a,a' CA st ES 
T sa = ta'. 考虑 下 图 : 
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S— ê ,Ss 
其 中 间 仿 8 的 定义 为 :ec(z) = sr, B) = tz, YES. 设 C 为 上 
图 的 拉 辐 , 则 有 拉 回 图 


C P S 
S a S 


因为 A EE FE A i 1.3 知 有 如 下 的 拉 回 图 ， 
CQA F 4 


KB oP 的 定义 为 :a’ (a) = sa, f'a) = ta, a E A. 由 命题 
2.1 MCAS K = {ry E AX Ale (x) =8"(y)} = ilz, 
y) E AX Alsx = ty}. WAH S RD A— A Hh, MAG @a) = sa; 
WW K —>COQA RRM S =AL) = AK 1). AA sa 
一 il 所 以 人 ae €E K. iB klaad) = 上 c 罗 中 EC 有 4 则 Tc 人 
a") = h{gle) Qa") = Koa" g(a S RO Wa”) = pa", 
又 fle Qa") = fk(a,a') = 2, (a,a') =a, glc Ma") = gk{a,a’) 
= m laa) =a ,这 里 同 态 zj ,zt 同 命题 2.1 所 以 有 a = plea", 
a’ = Peja”. LB RA sc) = ale) = BOC) = tc). LA A 
足 条 件 (P)， A 
推论 2.6 ” 拉 回 平坦 S- 系 一 定 是 平坦 的 . 
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命题 2.7 设 4 是 有 限 生 成 S- 系 . 若 4 满足 条 件 (P), 则 4 是 
APR PEAT AW ACH. 

证 明 i2 A= Sa, U Sas. Æ Sa, N Sa: = 多, 则 4 就 是 循环 
子 系 的 不 交 并 . 设 Sa N Sa, Æ ZBE sa = tast E S. AFA 
满足 条 件 (P) ,所 以 存在 w € 4,u,v E 5, 使 得 

su = u,a, = ua’ as = va’, 

Ba’ € Sa, a, € Sai Mf A = Sa. Ha’ © San AENA 4 
= Sa, 总 之 ,4 是 循环 子 系 的 不 交 并 . 

A= Sa, U e U Sa,, 利 用 数学 归纳 法 ,类 似 于 上 面 的 证 明 
即 得 结论 . WA 

定理 2.8 WAZ S- 系 满足 条 件 (P) 当 且 仅 当 S ER. 

WHR 设 S 是 群 ,4 是 左 S- 系 ,ae E4s ES 满足 sc 一 
ta. Su=sttv=la=a MA 

su = ss t= te | = tupa = s Yel = ua",a! = 1+ a" = va". 

所 以 4 满足 条 件 (P). 

反 过 来 , 设 所 有 S- 系 满足 条 件 (P). 假定 工 是 S 的 真 左 理想 ， 
HE S- A ACL) = SA.) U (1,y). 因 为 

SQ1.27) NS.) 4 OS1,2) SY), 

所 以 由 命题 2.7 RGAE. FAS 没有 真 的 左 理想 ,所 以 S 是 
群 . A 

为 刻画 所 有 左 S- 系 都 是 拉 回 平坦 系 的 么 半 群 ,需要 以 下 引 


理 . 
引 理 2.9 设 S 是 群 ,4 是 右 S- 系 ,8B 是 左 5- 系 , 则 在 AB 
中 a 多 5=a' Oe 当 且 仅 当 存在 g € S, 使 得 a 一 a'g, 且 86 一. 
证 明 ”因为 S 是 群 , 故 利用 定理 1. 2 容易 证 得 此 结论 。 / 
引 理 2.10 iS ER. Z 为 单元 左 8$- 系 , 则 2 是 拉 回 平坦 的 
当 且 仅 当 S = {1}. 
证 明 BS = {1}), 则 Z 二 8 所 以 Z 显 然 是 拉 回 平地 的 . 
反 过 米 , 设 2 是 垃 回 平坦 的 . 考虑 下 面 的 交换 图 ， 
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这 里 Z' = {x ) ERATA S- RSS xX SPARE S- 系 ,a(s) = 
zP) Sz, St) = sg Cst) =t. BRAR E E R. UP 
也 是 拉 回 图 ， 


(SxXS)@zZ Ll, sez 


g@1 2&1 


SQZ 229) ,ZZ 


AWS @Z~Z.MRFAS Xx 5) 的 Z 二 2Z. 因 此 |(S Xx S$) QZ) = 
1. 故 对 任意 g € 5,(1,8) Oz =, 的 z, 这 里 Z = (z. 所 以 由 
引 理 2.9 知 存在 g' E 5 ,使 得 (1,g) 一 (1,1)g', 从 而 g= 二 g' = 1. 
HI S = {1}. A 

定理 2.11 所 有 S- 系 都 是 拉 回 平坦 的 当 且 仅 当 S = {1}. 

证 明 MRS =i WAEREA S- RAMAS- ABBA 
OB = AX B. 所 以 容易 证 明 任意 左 S- 系 都 是 拉 回 平 坦 的 ， 

反之 , 设 所 有 左 3- 系 都 是 拉 回 平坦 的 , 则 所 有 左 5- 系 都 满足 
条 件 (P). 由 定理 2.8 即 知 S 是 群 .所 以 由 引 理 2. 10 可 得 结论 . / 

由 定理 2. 5 知 任意 拉 回 平坦 系 一 定 满足 条 件 (P) ,由 定理 2.8 
和 定理 2. 11 可 知 满足 条 件 (P) 的 系 不 - 定 是 拉 回 平坦 的 ， 

最 后 给 出 条 件 (P) 的 若干 等 价 刻 丙 以 备 以 后 引用 , 为 此 先 证 
下 面 的 命 古 . 

命题 2.12 A, BDIH E S- Raa €A, bb EB, 
UE ADB Pa Qb =a Qo’ MARSHES b, E Bray, 
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"yan AsS, Erst Sno, E S ,使 得 


b = sd, 
as; = agtis tibi = sede, 
aSo = Galas tab, = ssBa3 ， (x) 
9 = bas t,t, =b. 
证 明 ”类 似 于 定理 1. 2 的 证 明 . if 
M213 设 B 是 S- 系 ,以 下 两 条 等 价 : 


(1) B RERO); 

(2) 对 任意 右 S- KAM Baa’ E Abb E B, 在 4 的 B 中 
a Qo =d OH 4AM4HES € Bost, € 5, 使 得 

b= sbs, b =tb,. as, = ah. 

证 明 (2) Ka @b=a OF. Mh me 2. 12 WF 
在 B11- 8, E Baz a, € A Sy olis" Sais ES, 使 得 等 式 组 
CO RE. WR n = 1, RHE BP a i n > 2. 对 于 等 式 tb, = 
sb, HAIE) BEE V E Buso © S fE Qu = sub = ub", 
bs = vb". 所 以 有 


b = sub", 
aS u = aU, tvb" = 53635 
3S, = Qazo tbs = $454; 
Sn = ates tbe = 6. 
此 等 式 组 的 个 数 比 C* ) 少 2, 所 以 可 用 数学 归纳 法 完成 证 明 . 2 


个 方向 是 不 证 自明 的 . 
(2) 二 (1) b,b € Bs te S IE shm b ESEB EP 
H s®@b=1QOb'. MLA BRNE h E Bist ES 使 得 如 一 
sibh! = t)6,,55, = tt,. 因此 B 满足 条 件 (P). if 
FAREI a AP) YS 
WAG S- 系 的 拉 回 图 : 
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出 命题 2.1 可 设 下 一 (Crew CX XVlalz) = BG). 设 B 是 左 
S- 系 . SiR A: 


pa 
a 1 
ý z Ý 
YB se ZB 


其 中 
P=((r@by OL) LOLE XORB, 
yO EYOB a Gb = Ply) OL}, 

多 的 定义 为 

Ma, OA = (rb,y OS), 

YPE BY (x,y) EK, 

由 定理 1.2 容 易 证 明 % 是 有 定义 的 ,显然 BB 是 拉 回 平坦 的 当 明 仅 当 
对 任意 拉 回 图 (1 ), 图 (1 ) 中 对 应 的 pg 是 一 一 映射 . 对 于 条 件 (P)， 
则 有 

命题 2. 14 对 于 左 S- 系 8, 以 下 两 条 是 等 价 的 : 

(1) B 满足 条 件 (P); 

(2) MAE ACI) CT) 中 对 应 的 2 是 满 射 . 

证 明 (D>) baby’ © Basis’ ES 满足 yb = sb. E 
HCI OPS X= YH=Z=Szs,a,P HELD A a(x) = sr, pCa) 
= sz, Y TE S, WK = {ay ES X S[sr=s'y}. 此 时 图 CI) 
A 
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P B 
N 
NOY t 
hme + B 
其 中 
P = {bsb = sb bb © Bi, 
PREH 


Kry Ob) = Gb,yb), VOC BY a.y) EK. 
因为 (686,66') E 己 , 所 以 存在 多 E B,(x,y) € KERK. y) @ 
5") = (b", yb") = (busba! ). EDE bo = zb" sb = yb", Hsr = s'y. 

MSD ERQE y Os) EPPP ACL) ME 
ZQB PE ar) 的 6 = 8) Ob. AA E Ee, AH 
命题 2. 13 TE 6" E Buo € 5S, 使 得 

b= ub", b =vb", alx)u = BCyyo. 

AA atau) = alrju = Bye = Bau) ,所 以 (xuyyv) E K. 显然 ， 
PC (aw 690) Ob") = (xu @ 6", yu OH) = C O wb", y @ vb") = 
Oby Qs), HU pR. 


83 Ey Pinte SAFE) 


PERR 
C-A ER 


为 均衡 图 ,如果 对 任意 aE 4, 若 ala) ~ Bla) , 则 存在 唯 … 的 c E 
C ,使 得 a = fle). 
昂 然 上 图 为 均 街 图 的 充 要 条 件 是 了 单 , 且 
Imf = {a € Alala) = Bla)}. 
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上 述 定 义 中 的 ABC 可 以 是 集合 ,也 可 以 是 左 5- RRA S- 
系 , 相 应 地 <,2 ,7 为 映射 或 5- 同 态 . 

例 3.1 BACARES- RHARD WI = AOSA, 
则 下 图 是 均衡 图 : 


f x 
C —+ A ZZA 
8 


这 里 9a) = rla) = ad, Ya € A.A BRE aS = 9f 是 显然 的 . 
ika € A, [EB x(a) = O(a), N] ala) = 0a E 1, LA EME 
的 cEC, 使 得 fle) =a. 

命题 3.2 设 


CAR 
8 
是 均衡 图 , 则 C 之 {a € Ala(a) = pa) = D, HA 


D+ AB 
仍 是 均衡 图 ,其 中 & 为 自然 的 包含 同 态 . 

证 明 ”根据 均衡 图 的 定义 立 得 . Hf 

定义 3.3 RAEES- 系 , 称 4 是 均衡 平坦 的 ,如 果 范 子 
-Q A FG Act-S 中 的 均衡 图 变 为 Set 中 的 均衡 图 . 

例如 ,sS 是 均衡 平坦 的 ,从 而 自由 系 是 均衡 平坦 的 . 

ENSA 称 左 S- 系 4 满足 条 件 (E), 如 果 对 于 任意 和 3， 
任意 a € 4A, 若 sa = ta, MFE ad E Au ES, RIS su = tua = 

例 3.5 KJ ES HAAR WAY WERE). 这 可 由 
AG) 的 构造 以 及 条 件 (E) 的 定义 来 验证 . 

均衡 平坦 性 和 条 件 (E) 的 关系 为 

定理 3.6 均衡 平坦 系 一 定 满足 条 件 (E). 

WEA] 设 4 是 均衡 平坦 左 S- 系 ,a€ As, tE 5, 生 ;sa =ta. 
eM S-AA a,b: S — S Hele) = sr, plr) =t, r ES. D 
= {zjalr) = P(x) € S}, SD 一 5 为 包含 同 态 .由 均衡 图 
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D ELAN De zS 
8 
可 得 均衡 园 
了 四 1 


D@A——+ S@A= 


FSA. 


因为 sa = ta PAA Ce® 1)(1 Ga) Eg = ] Q sa = ] Qta = 
1 的 4 二 (8 的 1)(1 多 a), 因 此 存在 4 的 a' E DOA, ERES G 
有 中 有 1@a=(f@D(ldBa) = fd) Qad d Dd =1@ 
da’. FRU a = do’, E sd = td. A 满足 条 件 (E). Hf 

均衡 平坦 性 与 平坦 性 的 关系 为 

定理 3.7 均衡 平坦 系 一 定 是 平坦 的 . 

证 明 设 4 是 均衡 平坦 S- 系 ,Y BAS-A.X<Y.So= 
px; 规定 同 态 zr: 了 一 了 /Pp 为 x(y) = ye bY 一 了 /po 为 有 7) 一 0. 
由 例 3. 1 知 


X—+Y=3Y/o 
是 均衡 图 ,其 中 /为 自然 的 包含 同 仿 . 由 条 件 可 知 
x@at®hLy@a 2i Y/p 因 4 
IQ 


也 是 均衡 图 . 所 以 多 1 是 单 映 射 , 从 而 4 是 平坦 的 . if 

下 面 的 例子 说 明 满 足 条 件 (E) 的 S- 系 不 一 定 是 平坦 的 ,从 而 
EP EEE FHH. 

例 3.8 设 S= ,了 =2, 则 了 是 3 的 真理 想 .已 知 
AGI) 满足 条 件 (E). 如 果 AC) 是 平坦 的 , 则 由 命题 5. 2. 2 知 对 任 
Sm CIN BA m © Dim. 特别 地 有 2 © AN. PR. a A 
AV) 不 是 平坦 的 ， 

TAERE 的 等 价 刻画 , 先 引 入 下 述 概念 . 

定义 3.9 MRA, BES-A.9:8B >A RAS. PR pi l- 
的 ,如 果 对 于 任意 aE 4 和 任意 一 组 等 式 we = tai = ly ne 
在 6 和 了 使 得 po) = a, H sb = 46,7 = la 
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定义 3.10 称 $- 系 4 为 有 限 表 示 的 ,如 果 4 一 下 /其 中 下 
为 有 限 生 成 自由 系 ,为 了 上 的 有 限 牛 成 问 余 . 

引 理 3.11 WAG eB 有 4A 是 1- 纯 的 当 且 仅 当 对 于 任意 循 
FARER S- AC 和 任意 S- 同 态 a:C 一 44, 存 在 S- 同 态 B:C 一 


如 ,使 得 下 图 可 换 ， 
y 


B—— 2 A 

WA ig. BAB 1 A.C 是 循环 有 限 表示 5- 系 ,a:C 
> 有 4 是 S- 同 态 .不 妨 设 C= 二 5S/4, 其 中 4 是 由 (3,7) |i = Dyers} 
生成 的 $ E 的 左 同 余 . BRE sA) = alsa) = elà) = 4,014), 
i= Joven. 由 8 的 1- 纯 性 知 存 在 6 © BME 5b = 16.7 = le, 
n, H) 二 Ql1), 定 义 B;C -> 如 为 B31) = swb. 出 命题 1.1.3 容 
易 证 明 8 是 有 定义 的 . 显然 8 是 3- 同 态 且 < = g. 

反之 Io: B> 4 是 满 同 态 ,a © Ast E SFR sa = ta, 
P= loa A H = (st) |i = Ise sn} A= AAD ER ACER 
的 最 小 左 同 余 ,C 二 5/4,a:C 一 4 定义 为 «(sh4) = sa. 容易 证 明 a 是 
S- fe] AS. 由 条 件 可 知 存在 同 态 8:C -> B, 使 得 = 98. 所 以 有 
SPOR) = PSA) = PGA = PAA), H A = aA) = Lee = 
aB p:B — A f 1- Migh. yi 

313.12 设 $- 系 4 满足 条 件 (E). 如 果 a € Asst € S, 
使 得 sa = tidi = Ly ERATE a! € AWE Sf a = ua, 
SU = Lut = Lyn. 

证 明 ”用 数学 归纳 法 容易 证 明 . A 

现在 就 可 以 给 出 条 件 人 EE) 的 等 价 刻画 . 下 述 定 理 是 
Normak[ 130] 中 的 结果 . 

定理 3.13 BAES- 系 .如 下 儿 条 是 等 价 的 : 

(1) A RERE); 
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(2) 任意 满 同 态 9:8 一 A 是 1- 纯 的 ; 

(3) 存在 1- 纯 的 满 同 态 pB > 4, 使 得 召 是 均衡 平 志 的; 

(4) 对 于 任意 循环 有 限 表 示 5- 系 B 以 及 S- 同 态 y:B 一 和 4, 存 
在 自由 3- 系 下 以 及 S- 同 态 «:B 一 让 ,8;:F 一 44, 使 得 9p 一 pa; 

(5) 对 于 任意 循环 有 限 表示 5S- 系 B 以 及 S- 同 态 p:B 一 4, 存 
在 均衡 平坦 S- 系 M 以 及 S- 同 态 a:8 习 MM,B:M 一 4, 使 得 p= Ba. 

证 明 (1) 二 (2) Re BO AREA. SRA 上 的 等 式 组 
sa = tai = 1, nik Ha E Asst: E S. 5/3. 12 FE a 
ES,a CAA su = tui =. n,a=ua' oe BI Ep) 
= a' Ml sub = tub,i = 1,1 n, glub) = ug) = ua’ =a, le 
是 1- 纯 的 . 

(2)->(3) 由 命题 2. 1.11 即 得 结论 . 

DS) ” 设 上 8 是 循环 有 限 表示 S- 系 ,8:8 一 A 是 $- 同 态 . 
不 妨 设 B= 5/4, 其 中 4 是 由 { (5;.8) flee in) 生成 的 S 上 的 左 
同 余 . 由 (3) 知 存在 1- 纯 的 满 同 态 Y%:C 一 44, 使 得 C 是 均衡 平坦 的 . 
所 以 由 引 理 3. 11 AFERAK g: B 一 CC, 使 得 下 图 可 换 : 

“a 


A 
Z i 
y 
Co FA 


BUM sip! CA) = GA = P A) = tof! CLAD ,而 均衡 平坦 系 满足 条 
件 (E) ,所 以 由 引 理 3.12 知 存在 w E Sc EC 使 得 sa = fut = 
1 eng! CA) = uc. 定义 同 态 4:B 一 S 和 B.S 一 A SHA 
a(sA) = su, YsES, 
BCG) = se), WsE S, 


则 有 9 一 Ba. 
《4)=>(5) 因为 自由 系 是 均衡 平坦 系 , 所 以 结论 立 得 ， 
6>) 设 ;,t € Sat 4 满足 sa = ta, GA EHG.) E 
成 的 最 小 左 同 余 ,规定 映射 9 S/A > A psh) = sa, Y s E€ S.A 
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证 明 ? 是 有 定义 的 旦 是 $- 同 态 . 由 (5) 知 存在 均衡 平坦 $- AMA 
S- 同 态 a:S/4 一 M,B:M 一 4A, 使 得 9 二 Be. 显然 sa(14) = asd) 
= ata) = ta(14). 因为 均 奖 平坦 系 满足 条 件 (E), 所 以 存在 m E 
Mu 5 ,使 得 su tu,a(1A) = um. AH ufon) = Blum) 一 
Ba(14) = gA) = a. BY A 满足 条 件 (E). # 

由 该 定理 的 证 明 可 得 如 下 的 

推论 3. 14 ” 设 满 同 态 g:B 一 4 是 1- 纯 的 .车 8B 满足 条 件 (E)， 
则 A 也 满足 条 件 (E). 

命题 3.15 设 4 是 5 的 左 同 余 , 则 循环 3- R S/A 满足 条 件 
E) 的 充 要 条 件 是 :对 于 s,t E SMR st MARE u CS. 
uAl H su = tu. 

证 明 充分 性 ” 设 s,t € 5S,a 二 xzAE 5/4 满 足 sa = ta, I] 
sXA = trà, PELA sex. 由 条 件 即 知 存在 上 E S, 使 得 sru = tre, 
wal JA a = rà = CA) 二 之 (uA) = suh, 2’ = 1A RIAR S/A 
满足 条 件 (E)， 

LE Rsi, tE S MGA =20 A). 所 以 由 条 件 (E) 知 
在 在 xz E€ S,a' = cA E S/A SEB su = tu, H. 1A = ura), PELA 1A 
= uxd [i] sux = tux, i 

定理 3.16 ”以 下 儿 条 等 价 : 

(1) 所 有 S- 系 是 均衡 平坦 的 ; 

(2) 所 有 S- 系 满足 条 件 (E); 

(3) 所 有 循环 S- 系 是 均衡 平坦 的 ; 

(4) 所 有 循环 S- RERE); 

(5)S = {1} XS = {1,0}. 

证 明 DSDS 和 (1) 一 (3) 一 (4) 是 显然 的 ， 

(4) 志 (5)” 取 x ES 定义 S 上 的 关系 

shes TEER K k d ,使 得 su 一 te, 
显然 ?是 S 上 的 左 同 余 .由 (4) 即 知 5/4 满 足 条 件 (E). AA Lu, BF 
以 由 命题 3.15 知 存 在 ES, 使 得 w = wv,vAl. 由 4 的 定义 即 知 存 
EEP k,l, fE ut 一 vu. RDA at) = uw = uvu = vu! = ut. 
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因此 对 于 任意 xz E 5, 存 在 正 整 数 x, 使 得 z BRST. 

Rize € ECS). 由 条 件 知 5S/% 满 足 条 件 (E). 设 x € Se, Wy 
XAhsee, 由 命题 3. 15 知 存 在 x E S ,使 得 ru = eu uisi. FIRE u 
二 1, 从 而 工 = e. 这 说 明 任 意 s E Sse =e Albee SHAS. 

设 I 是 $ 的 所 有 右 零 元 构成 的 集合 . 车 1 非 空 , 则 7 一 定 是 3 的 
EAE, EI =S MS = {1}. FU PRIAS. 由 条 件 知 5/N 满足 
RIFE Rory © TR ry. 由 命题 3. 15 即 知 存在 x E S ,使 得 

zu = yusuhl, 所 以 # = 1, Ai 2 = yy. 这 说 明 S 具有 唯一 的 右 零 
元 ,因此 5S SAAT. 
因此 对 任意 uw € S, 存在 自然 数 ， m {873 
u” = j, 或 u” = 0. 


ap 


G = {u € S|u” = 1}, 
= {u E Slu” = 0}, 
I) S= GUN, AMAREN G ES HTREN ES 的 子 半 群 , 取 
g EG 但 g 关 1. 由 开始 的 证 明 可 知 存在 VE S, EEV = gug = 
EXE kA 是 自然 数 .由 g* = vg 可 知 vE€ G, 所 以 g =1.F 
盾 . 这 说 明 5 = (1) Ú N. 若 N= 多, 则 S 一 {1}. 下 设 N 关 名. 设 
LEN WHE BRR m 使 得 好 二 0. 所 以 1” =O = t", AA St 
满足 条 件 (E) ,所 以 让 在 xE Sia = pt € St 使 得 
plu = fu, t=ua= upt. 
如 果 up = 1,9 er = r. SE m A ce” = 0 的 最 小 自然 
数 ,那么 就 得 到 矛盾 .所 以 ztp 尖 1, 从 而 xpeE N. 因 此 存在 自然 数 
n 使 得 (zp)" = 0. 所 以 
t = upt = (up)*t = = (upyt = 0. 
因此 入 = {0}. 从 而 S = {1,0}. 
(>) #S= (1), 则 所 有 8S- 系 都 是 自由 的 ,从 而 是 均衡 
平坦 的 .所 以 下 设 5S = {1.0}. 
RA EZ S-Z, FERA S- 系 的 均衡 图 ; 
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K XY 
7 
其 中 


K = {x € X|a(z) 一 BCz)}， 
SERRES MAT 一 他 A 作用 可 得 交换 图 


fQl «1 
Sa a OA 
Pl 


在 下 一 章 中 将 要 证 明 若 S 是 正则 么 半 群 , 则 所 有 满足 条 件 (E) 的 
S- 系 是 平坦 的 . AWS = {1,0}, 所 以 容易 直接 证 明 所 有 3- 系 都 满 
ERE ,从 而 所 有 S- 系 都 是 平坦 的 ,特别 地 A 是 平坦 系 , 所 以 
了 的 1 是 单身 

设 +@aE XOQAMBECOMD@@Wa = FS@VG@Wa), 
MW er) Ma = B(x) Wa. PUFF aie, © Ya ,ra E A, 
SpattesSuadp atest, © Sy (EE 


elr) = yss 

Vll = yz32， SIQ = lidz» 

Fete = Yasay Soy = te@3s 
Yate = PCT), Spin = La 


WE s =e Hs, Shae Ht = 1, Mele) =y = y= = 
Pr) AE rE Ko Mi e@e EKOA 2s, = t = 0,0 ax). 
= yh = 9,0 = ya0 = tyd = Yatra = Bx) PFW rE 天 ,从 而 并 
Qa E KOA Bs, = 1. WẸ t = 0,964 a = ba, = 0a, X a(x 
0) = a(2)0 = 9,0 = yd = = y,0 = 0 = A(x + 0), FFL 
20 E K. Alka @a=-xQte=xIBMace KOQA MRe = 1, 
HS ZA hah HSA ARE 2, Morin LA a Bh 
法 . #4, = 1 As, = 1 时 的 还 明 类 似 地 进行 证 明 . 因此 AR 
平坦 的 . Hf 
例 3.17 OS = 11.0), WHEE 3. 16 MER S- RBBB 
平坦 的 . (AS 不 是 群 ,所 以 存在 不 满足 条 件 (P)( 从 而 存在 不 是 拉 回 
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FH) 的 S- A. 例如 令 
A = {z,y,z|Q0z = 0y = 0z = z,lz = r,l1y = ylz = z}, 

则 由 命题 2. 7 知 4 不 满足 条 件 (P), 从 而 A 不 是 拉 辕 平坦 的 . 

由 定理 3.7 可 知 任意 均衡 平坦 系 一 定 是 平坦 的 ,但 下 面 的 例 
于 说 明 平 坦 系 不 一 定 是 均衡 平坦 的 . 

例 3.18 设 C 是 群 月 IC| 之 2, 则 由 定理 2.8 知 所 有 5- 系 都 
满足 条 件 (P), 从 而 所 有 S- 系 都 是 平坦 的 . 但 由 3.16 知 存在 不 是 
均衡 平坦 的 S- 系 . 


$4 ” 强 平坦 性 


定义 4.1 称 5- 系 44 是 强 平坦 的 ,如 果 它 既是 拉 回 平坦 的 
又 是 均衡 平坦 的 . 
本 节 中 要 证 明 如 下 的 主要 定理 ,其 中 (1),(3), (4) 的 等 价 性 
是 [10] 中 的 结果 ,(1),(2) 的 等 价 性 是 [154] 中 的 结果 ， 
定理 4.2 设 4 是 S- 系 ,以 下 几 条 是 等 价 的 
G) A 是 强 平井 的; 
(2) A WERP) ACE); 
(3) 4 满足 条 件 
(PF) # sa = s'a' ta = t'a' a, d E A,S S’ E S, REA 
ae A, u,v E Se 
su = v, tu = t'v, 
a = ua", a’ = va"; 
(4) A 是 拉 回 平坦 的 . 
这 个 定理 说 明 拉 回 平坦 和 强 平坦 是 一 至 的 ,从 而 拉 回 平 电 系 
一 定 是 均衡 平坦 系 . 
定理 的 证 明 (1)=>(4) 显然 . 
(4)>(3) ” 设 A4 是 拉 回 平坦 的 ,aya' E Assis’ ot! E SHR 
sa = s'a' ta = tia’, 
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RZ = {z} 是 一 元 右 S- 系 ,考虑 如 下 的 右 S- 系 拉 回 图 : 
SxXs m Ss 


S 


Hein, m EA RKRE. 由 $ 2 的 讨论 可 知 ,下 图 中 的 9 是 一 一 对 
应 : 


Z 


这 里 
P = {la a) z Ma, = zx Maz, a € A}, 

9 的 定义 为 

GC prq) Ba) = (paqa), Va, EC AW pg € S. 

因为 se = s'a ta 一 za 所 以 PC Qa) = Gsa,ta) = 
(sa ta) = A NO MMEGS XNA REG, Qa 
= (t) 多 a'. 因 为 4 是 拉 回 平坦 的 ,所 以 4 满足 条 件 (P). 因 此 
由 命题 2. 13 MEE a” E A,u,v E 5S, 使 得 

a = ua",a’ = va",(s,t)u = (s' ,t')v, 

所 以 条 件 (PF) 成 立 . 

(3) 二 (2) ERPF) 中 , 取 s =t, = 2 , UBD AEP). 
下 面 证 明 《PF) 可 推出 (E). 

ia E 4,s,t © 5 满足 sa = ta. 对 于 等 式 组 

sa = tä, ta=sa 
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应 用 条 件 (PF) 可 知 存在 ai € Axy E S, 使 得 
sz=ty, tZ = sy 


a = ra & = ya. 


对 于 等 式 组 
l a = <za,, l] -a = ya, 
应 用 条 件 (PF) 可 知 存在 a”€ A,&,v E S, 使 得 
u = XV, u = YV, 
a = ua", a, = va", 


所 以 a = ua",su = syv = trv = tu. Bl A WERE). 
2>) 先 证 明 此 时 A 是 均衡 平坦 的 ， 
设 


a 
K XY 


是 右 S- 系 的 均衡 图 ,不 妨 设 K 二 {xz € XX|a(z) 一 B(x)},f 是 包含 
FIA. AF 一 名 4 作用 后 可 得 
{@1 “Q1 
KOAL XO ArHA. 
E&I 
4 
L= {Qa E XOAlar) Ma = B(x) Ga}. 
显然 
LOA = (x Mala € Az € X, a(x) = Blr)}, 
要 证 4 EY STA. RAL = K OAR. BRKOACS 
L. gra E LW ela) Oa = Bx) Oe. AAA 满足 条 件 (P)， 
所 以 由 命题 2. 13 知 存在 al E Av € ,使 得 
a = uan a@=va,, (aru = P(r)w. 
再 由 等 式 ua. = va, 及 条 件 (E) 可 知 存 在 a”€ ALE 5, 使 得 wt = 
vt,a, = ta”. RU aCaut) = ax jut = Br = B(xvt) = BCrut), 
从 而 rut E K Ki ret Qa" E KSA. fi cea = 2x Qua, = xu 
Qa, = ru Q ta" = rut Ha", 所 以 x Oa eC KOA AKALS 
KOA BZAL=KOA MA 是 均衡 平坦 的 . 
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下 面 证 明 A 满足 条 件 (PF). 
sst t € S,a,a’ € A sa= sa ,ta=t'a'. HRP) 
知 存在 a € Aww, E 5, 使 得 . 
a= uaj a! = vd Su = SV), 
FRA tea, = zaei- 由 条 件 (E) 可 知 存在 2 € Aru E 5, 使 得 
tuu = tvu, a, = ua”. 
所 以 有 
a = u,a; = uua”, a’ = ta; = vua”, 
Suju = SVH, tuyu = t Uts 
Ep 么 满足 条 件 (PF )， 
最 后 证 明 A 是 拉 回 平坦 的 ， 


设 在 拉 同 图 
| | 
yob Z 
HREF -QAHR 

ROE ee, 
ei ice 
a®l 

+ 站 

Y®A PO rA 


其 中 
P= ((r@a,y@a) E XGA) X 
(Y ® ADlalz) Ma = BC) Ba'}, 
K = (rey) € X X Ylatz) = BO}, 
pay) Ga) = (4 @ary Qa). 
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因为 4 满足 条 件 (P) ,所 以 由 命题 2. 14 知 9 是 满 射 . 由 $ 2 的 讨论 
可 知 , 只 需 证 明 9 是 单 射 即 可 ， 
Raa E Ar, x EXyy E Y, WE gry) Qa) = 
Kr) Qa) MWA ODay Oa) = (2 的 a',y Oa’) ,所 以 
sa = r Oa y Ga = y Wa'. 由 命题 2.13 知 存在 ,va， 
v © S.u a, € A EIG 
a = udje @ = Väs su = TVs 
a = tids @ = UBs YU = y Uz 
对 于 等 式 组 
UA, = Ulz, Ta, == Vody 
利用 条 件 (PF) 可 知 存在 o E Amu, © S, 使 得 
a, = ua”, a, = va", 
Uu = WV, Vie = vv. 


PUA ruu = rou = ruu yuu = yuzu = yx vv MAMIC y) Qa 


= (ry) Hua, = Oryx) Oujua” = ayau Oa" = ht 
yuu) Oa a= Cou va) Wa" = (ry uy Ha" = (7 ,YO 
mua" hr sy © maz = (2',9') Wa’. H 


强 平 坦 系 的 概念 是 由 B，Stenstrom F 1971 年 引入 的 ,其 原始 
定义 为 : 函 闻 一 加 用 把 Act-S 中 的 拉 回 图 与 均衡 图 变 为 Set 中 的 
拉 回 图 与 均衡 图 . 拉 回 平坦 的 概念 是 由 Normak 于 1987 年 引入 鸭 . 
Bulman-Fleming F 1991 年 证 明了 拉 回 平坦 实际 上 就 是 强 平坦 , 即 
定理 4.2, 所 以 以 后 不 加 区 分 地 使 用 强 平坦 和 拉 回 平坦 的 概念 . 

定理 4.3 RAAB TUR. 

证 明 AAT A. SRE A= see: € EG). is, 
s € S,a,a’ E AA sa = sa’, A BS Ee © 了 ,使 得 
a = ue,,a' = ve; 所 以 

a = Uë, es @ = UÈ; * ej, sue; = S'VE;s 
BUA ERE CP). 回 理 可 以 证 明 4 满 足 条 件 (E). 所 以 由 定理 4. 2 
即 知 4 是 强 平坦 系 . i 
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推论 4.4 投射 系 是 均衡 平坦 的 . : 

引 理 4.5 设 左 5- 系 4 满足 条 件 (P), 如 果 a; CASES, 
t=), 2 HE sa; = han GE = ln) BAPE au, E Spi S 
lena € ALE 


ai = Uâ, Aii = Vly 
Siu; = 1,0; 5 i= lyre an, 
证 明 利用 数学 归纳 法 容易 证 明 . H 


HH 46 设 S- 系 4 满足 条 件 (E), 则 如 下 两 条 等 价 ， 

(1) 么 是 强 平 坦 的 ; 

(2) Ga’ ,wo 是 4 的 同一 个 不 可 分 分 量 中 的 元 素 , 贴 存在 <E 
A,u,v © S {8 a’! = uaa” = va. 

证 明 D2) KA 是 强 平坦 的 , 则 4 满足 条 件 (P). 若 
aa" 在 4 的 同一 个 不 可 分 分 量 中 , 则 由 命题 1. 3. 6 知 存在 sisti 
“Sart, © Sya,,e,a,-, © A, (HIF 


sya’ = ta); 
S:a) = belay 
Sa Sta". 
由 引 理 4.5 知 存在 U, Vyr 全 S,a€ AMER 
a’ = Mua; ai = Ua, Syt; = ÉU, 
a, = a, Az = Vä, Solty = tUs, 
Gi = Uns d= Va, Sul 一 zu。 


由 此 即 知 (2) 成 立 . 

(D>) 由 定理 4.2, 只 需 证 明 4 满足 条 件 (P) ATT. is, 
t€9,a4 E AME a = ta', 则 由 (C2) MEE a’ E Asus ES, 
使 得 a =ua",a’ = va". BRA sua” = tva". 由 条 件 { 正 ) 知 存在 x E 
Sa, APB a" = xa, sur = tox. 所 以 ,a 二 wa” 二 Uxajs4' = va" 
= vza Bl A 满足 条 件 (P). W 

定理 4.7 设 4= Sa 是 循 丈 5S- 系 , 则 4 是 强 平坦 的 当 且 仅 
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当 4 满足 条 件 (E)， 

证 明 只 需 证 明 充 分 性 . 

WA 满足 条 件 (E) ,由 定理 4.2 只 需 证 明 A 满足 条 件 (P) 即 
可 . 

Hs tC $,b,6 € ARE sb = 1). AH 6b = ua, b = vau, 
v ES, 所 以 sua = tva, 由 条 件 (E) AFE a E S, b = pa € AME 
得 suz = tvzt ya = xpa. 由 此 即 知 4 满足 条 件 (P)， A 

推论 4.8 RA=Sa 是 循环 5- 系 , 则 4 是 强 平坦 的 当量 仅 
当 对 于 s E 5S ,如 果 sa = ta ,那么 存在 x © 5S, 使 得 sw 二 tu, 且 a 

证 明 ”由 定理 4.7 及 其 证 明 即 得 . MA 

由 定理 2.11 BAR 

定理 4.9 My S- 系 都 是 强 平 坦 的 当 且 仅 当 5 = {1}. 

由 定理 3.16 和 定理 4, 7 得 

定理 4.10 PTATEM S- 系 都 是 蝇 平 坦 的 当 生 仪 当 S = {1}， 
RS = iLOR 

定义 4. 11 ” 称 乏 半 群 S 是 左 PSF AH. MRS 的 任意 主 左 
理想 作为 5- 系 是 强 平坦 的 ， 

因为 投射 系 是 强 平坦 系 , 所 以 左 PP & ERE EA PSF 的 . 
四 此 ,正则 么 半 群 和 和 右 可 消 么 半 群 都 是 左 PSF 的 . 

XTA PP 勾 半 群 的 研究 成 果 已 非常 丰富 . 但 是 对 于 左 PSF 
乏 半 群 ,自从 [1203 中 引入 以 来 ,只 有 少数 研究 成 果 上 出 现 ( 见 下 一 
PREBLE “3, 5 等 ), 希 望 对 这 类 半 群 能 有 更 多 的 研究 成 果 面 
世 . 

定义 4.12 设 S 是 乏 半 群 ,x€ 5S. 称 w 晨 右 半 可 消 的 ,如 果 对 
Fst SG su = tu WEE r CS ARG ru = usr = tr. 

显然 ,S 中 的 e- 可 消 元 都 是 右 半 可 消 的 . 

定理 4. 13 ”如 下 儿 条 是 等 价 的 ， 

d) S #A PSF 么 半 群 ; 

(2) S 的 任意 证 左 理想 可 由 右 半 可 消 元 生成 ; 
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(3) S 的 任意 元 素 都 是 右 半 可 消 元 . 

证 明 3) Kee Shs € SHE su = tu AA Su 
是 强 平 坦 的 ,所 以 满足 条 件 (E) , 故 存在 "GE Su,p © 5, 使 得 w = 
pu sp=tp. file = qu XE q E S. WA u = pqusspq = tpg. X 
WA u FE S 的 右 半 可 消 元 . 

(3)=>(2) BR. 

(2) 二 (1) 由 推论 4.8 即 得 . 4 

同 理 可 以 定义 并 讨论 右 PSF 么 半 群 以 及 左 半 可 消 元 . 


$5 BPH 


定义 5.1 称 $- 系 4 是 弱 平 坦 的 ,如 果 对 于 S 的 任意 右 理想 
I 映射 1@ 有 一 5 多 4 是 单 的 . 称 5- 系 4 是 主 弱 平坦 的 ,如 果 对 
于 5S 的 任意 主 右 理 筷 了 映射 7 多 4 一 5 @ 有 A 是 单 的 . 

BR. FARE. BRA CRE FIM. 

因为 5 多 4 二 4, 所 以 A 是 { 主 ) BEHM4AR4MFER 
( 主 ) ABA TUR OAA, faQ a) = za, 是 单 的 . 

定理 5.2 WES- 系 A, 如 下 三 条 是 等 价 的 : 

(1) 4 是 弱 平 坦 的 ; 

(2) 4 是 主 弱 平 坦 的 , 且 对 于 5 的 任意 右 理 想 1,J .14 站 JA 
= UNJA; 

(3) 4 是 主 弱 平坦 的 , 且 对 于 任意 x,y E 5, 任 意 a,a' CA 
xa = ya! , 则 存在 a EC Aye EC eS 1) yS ,使 得 ta = ya' = za". 

证 明 DSB) 设 xa= ya',r;y ES ad E A WESS 
APAr@a=yOa. H ARPER MES U yo WAP 
有 xz 的 a 二 yy 的 a 所 以 存在 T,X E XS U yss a, € A, 
HULU rs Un € S ,使 得 


T= Fujs 


UL Vy = .ata， ua = Vly 

D = Ys inay 一 V,a. 
As zy, = 252; = Lti = Breer sn +1, 显然 存在 &E€ (Lee + 
1} ,使 得 zx E rS N ys. Da" = a E AWWA LESAR HT 
知 ra = ya! = za = Z,a" = 24a, = zd", 

DS) MPSHERAMMBI./,. BRAUNSACIA 
JA za = yad CE IANJA, REY ae Clry€ Jia,a’ ECAH 
(3) 知 存在 z € 2S AN yS,” E ABE ca = ya' = za", 显然 z EE 
TN 站 J 所 以 xa € ONDA. MAMEN DA= IA NJA. 

(2)=>(3) BR. 

>) Ray € Sad € AME ec Oa = yQ ad CE 
S 因 4 中 ). 要 证 明 在 (XS U YS @A PH x @a=yOa. 容易 
证 明 ( 利 用 定理 1.2)zxa = ya’. 由 (3) 即 知 存在 z E rS N yS E 
A, 使 得 xa = ya' = za", BRE SQA PH Qa 一 > 的 cy 的 
a’ = 2 Qa" RUE cS QA pHa =r Dl te yS@QAF 
ff y@a =z Qd, MEGS U IORA TRZ Ga = za" 
= y 的 a'. 因 此 4 是 弱 平 坦 的 . if 

4 S #247 PSF 么 半 群 时 , 主 弱 平坦 系 有 如 下 的 等 价 效 画 

定理 5.3 设 $ 是 右 PSF AYR. AES- 系 则 如 下 两 条 是 等 
WRJ: 

(1) A 是 主 弱 平坦 的 ; 

(2) 对 任意 asd E ÅA zE S, 若 -za = za’ , 则 存在 € SAE 
{$ r = ru, ua = ua’. 

WAR DS Kaa’ € Az € SWE xa = xa', 则 在 
SA 中 有 Xa = 二 x 的 a'. 因 为 4 是 主 弱 平坦 的 ;所 以 在 xS 的 
AMA x Qa=xQqa'. Hope 2.12 MEY atta, © 4， 
Sete E Suzy u, E Sf 


a = S\Q,5 
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XS, == 光村 2 Éd) = Sls 
THUS, 一 MK3E lra, = 34G3， 


XU,S, = Tins t,a, =a’. 


因为 S 是 右 PSF & BRE, ALA ee 4.13 DX ES 的 左 半 可 消 
元 .因此 出 等 式 rs = rut 知 存在 w © S, 使 得 x = ao os = 
ViWati 所 以 rpttssz = rus, = Luat, = cv ute. Hz HABE 
知 存在 uz € 5 ,使 得 T= Uy UV US, = Vel ate. FV, = vw M 
T = TUT WTS, = vy kyl) Vt. = U tity, 利用 数学 归纳 法 可 以 证 
明 存 在 " E 5 ,使 得 

X == XV, VS; 一 Wo 有 Ts = Uins 

VuS = Vey, = 2 一 
因此 ,va = vsa, = veal a) = Vus, = H = VHS, A, = Vray = va’. 

(D>) Ka. CASET =r Wa (ESO 
A). 容易 证 明 za 二 xa'. 所 以 由 (2) 知 存在 uw E S, 使 得 x = xu， 
ua = ua' AES O A PE 

Qa =ru a = rQ ua = r Q ua 
=ru Qd = rQ. 
BA 是 主 弱 平坦 的 . A 

推论 5.4 设 S 是 右 PP AER, AES- 系 , 则 如 下 两 条 是 等 
OMY): 

(1) 4 是 主 弱 平坦 的 ; 

(2) HE aa E A,r CS, # ra = ra' WE u E ECS), 
使 得 z = tuua = ua'. 

证 明 CS) ”显然 . 

(1) 坊 (2) Jk ra= ra', 由 定理 5.3 知 存在 vE€ SER c= 
av, va = va’, Hy AYR 2. 5. 1 RAPER Boca E S, RB c= run = 
uv, ATLA ua = uva = uva = xa’, A 

当 S 是 右 PSF 么 半 辩 时 , 弱 平 坦 系 有 如 下 的 等 价 刻画 . 
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定理 5.5 设 S 是 右 PSF 勾 半 群 ,4 是 3- 系 , 则 如 下 两 条 是 等 
价 的 : 

(1) A 是 东平 坦 的 ; 

D 对 任意 ae € AMER Ty ES Hi ra= ya NIFE E 
ATi uv E SS, 使 得 

TU =T, WHy, rr = yy» 
ua = ma", va = ya". 

证 明 D> Rasy €S8,a,a € ATE ra = ya. H 
定理 5.2 知 存在 4a” E€ Aye = rs = yt € ZS N yS, ABB xa = ya' 
= za", 因为 za = za" = xsa”, 所 以 由 定理 5.3 知 存在 € 5S, 使 得 
z= Zzusua = usa”. (AREY ya! = yta" AFUE v E 5, 使 得 y = vu, 
va’ = vta". & 2, = us, yy = vt, Ml ua = ma”, va! = ya”, H ax, = 
wus = xs = yt = yut = yy. 

D>) Had’ EA4,r,yE5, 在 S 的 4 中 有 xa=y 
Q a' M ra = ya’. (2) 知 存在 a"€ Asay, uv E S, ia = 
LU, y = y= yy, ua = a” wa = ya". 所 以 在 (zs U vS)@ 
A 中 有 

zra =ru Qa = rO ua = rQ) za" = xx, Wa" 
=yy Qa" = yO ya" = y@ val = yo Oa’ 
=y Qa'. 
因此 A EFK. A 

推论 5.6 设 S 是 右 PP 么 半 群 ,4 是 S- 系 ,由 如 下 两 条 是 等 
WEJ: 

(1) A 是 能 平坦 的 ; 

(2) 对 于 任意 au CAR ry CS. 2a = ya', 则 存在 a” 
E ATJ ES uv € ECS) (ER x = xcu,y = yu, rx, = yy, ua 
= ma” va = ya". 

证 明 《2) 一 (1) 由 定理 5.5 知 是 显然 的 . 

(1) 过 (2) ”内 定理 5.5 知 存在 必 © Avr, y ov © SER 
£= LU, y = YyV,ZE, = yy, sua = za” ,va = ya”, ZA aS, yS 是 
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He STAS, AT RAFF TERE Hac eof, 使 得 tS Le 3 = yh se = eu, f = 


fu. & p=ezr sg = fy ij ea = eua = ex,a" = pa", fa’ = fua = 


fya" = ga" xp = Tex 一 TX = VM = yfy 一 vq. H 

4 SEENA ERE, S- AAS PEERAA YB 
AERE PG ay ERER. BERPA S- 系 的 主 弱 平坦 性 给 出 
了 正则 各 六 群 的 等 价 刻画 . 

定理 5.7 如 下 三 条 旦 等 价 的 : 

(1) SRELE: 

(2) 所 有 S- 系 是 主 弱 平坦 的 ; 

(3) MAMA S- 系 是 主 弱 平坦 的 . 

证 明 ODS 因为 正则 么 半 群 是 右 PP 的 ,所 以 可 利用 
推论 5.4 来 证 明 本 结论 . 设 4 是 任意 S$- 系 ,a,a' CATES WR 
Xa = za. Gu = dar, HP r EC Vis) Wu E ES), r = riaz = 
xu,ua = X ra = d ra = ua’. 

(2) 二 (3) BA. 

B20) 设 s€E5, 着 s =s' Ms PEM. FRSA. 2 
A 为 由 (s,s*) ERAS 的 最 小 左 同 余 . 在 张 量 积 $ 多 SAA 中 显然 有 
s 因 14 三 对 的 1 利用 循环 $- KS/A 15 E55 FATE ME sS 的 
S/A PA SO IA= 8? [A 所 以 存在 yo 5 00 tet, E Spb yee sbn 
E S/Ays; 92 Sa E55 ,使 得 


$= Sity» 
SU) 一 Spgs uilA = v bz, 
SnU, = SF, u,b, = wlA. 


1B, = wA E S/À,i = 2 es MY Ca, ete) E he Ca Wy Va) E 

AF U, = Wart ee, 二 vn， 则 容易 证 明 : = 9°. PR. Ra = 

vw 5 LW, = VWs AD Wig Wis E Unto 则 存在 上 ES, 使 得 

Ui W = ts. Ms = sitta 一 SiUlTD 一 = UW 一 SEE 

= ss € sSs, Bil 是 正则 元 . A 
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定理 5.8 SEENA P.A ES- R WAER PHH 
且 仅 当 : 对 于 任意 z+,y€ 3, 任意 aE 4, 若 re = ya, 则 存在 x € xS 
N y5 ,使 得 za = ya = za, 

证 明 =>) 设 za = ya, 则 由 定理 5.2 知 存在 ea" E AW E 
tS N oS AEG xa = ya = z”. Raz! E Vln), $ z= zzz W 
z € rS f yS, H za = 2,2,'2a = zz‘ za" = za" = za = ya. 

=) 设 4 满 足 所 给 条 件 , 下 证 A 是 弱 平 坦 的 . 由 定理 5. ?7 知 
4 是 主 弱 平坦 的 . 设 r,yESaa' E AWE za = ya! S a" = xa 
= ya', 取 E VC)yy E Viy), WA a” = rr'ra = sxa" = 
yy'a". 所 以 由 条 件 知 存在 zx © zx'S N yy S = aS A) yS, BB arar a" 
= yy'a” = za", ATLA za = ya’ 一 ze 由 定理 5.2 即 知 4 是 弱 平坦 
的 . A 

当 5S 是 左 可 消 么 半 群 时 ,S AG PSF 么 半 群 ,此 时 3- 系 的 主 能 
平坦 性 和 弱 平 坦 性 也 有 较为 简单 的 刻画 . 先 引 入 如 于 的 概念 . 

定义 5.9 设 4 是 3S- 系 , 称 4 是 挠 自由 的 ,如 果 对 于 任意 a， 
b E AERA BR Hots E SH sa = shb, Ma = b. 

一 个 基本 的 结果 是 ， 

定理 5. 10 主 弱 平坦 系 是 挠 自由 的 . 

WA 设 4 是 主 弱 平坦 系 ,a,b € 4,s ES 上 且 ;是 左 可 消 元 ， 
满足 sa = sb. SHIEWMES OA RE s Qa = s Ob. RUE sS @ 
AHA sa = s@ 6. AULA E 5.5055, E 8S ,az5- 5a, E Avy, 
Ds snU ES AR 


S = Siis 
SU = Stis aya = Mls 
SaUn = Sy ude = UO. 


Hs; = stt; € Si 二 lsn. WA S 的 左 可 消 性 得 tu, = 1,2,0, 一 
ly,tiv = £3. pti et = l,m. 所 以 ,a =) a = fja = twa, 一 


bottled, =F tt = punn = t,0,0 = 16 = b, Bf A BRA 由 的 . A 


定理 $.11 {S ELÄ AFA ES- RAER 
坦 的 当 且 仅 当 A 是 挠 自由 的 ， 

证 明 若 妇 是 主 弱 平坦 的 , 则 由 定理 5.9 MA HEAR A. 
反 过 来 ,假定 4 是 找 自 由 的 . 设 a,a' E Ax ESHE ca = za, Ml 
a 二 a'. 所 以 由 定理 5.3 知 A 是 主 弱 平坦 的 . uf 

定理 5.12 RS BAMBARA E S- A MACH PI 
的 当 理 仅 当 A 满足 条 件 (P). 

WR AARP). ASEH. Ro. Re A 
是 弱 平坦 的 . 设 rsy E Saa E A 满足 ra = ya'. 由 定理 5.5 知 
FETE a" © Ayaysy ese © SABE ru 二 ,yo 二 yix = yy, ta 
= ga”, va! = ya”. 由 5 的 左 可 消 性 知 w = 1ov = 1. la = 2,2", 
a = ya”, za, = yy Bl ARE RACP). ii 

定理 5.7 给 出 了 所 有 S- 系 都 是 主 弱 平坦 系 的 乏 半 群 的 内 部 
特征 . 关于 所 有 S- 系 都 是 弱 平 坦 系 的 么 半 群 ,和 所 有 S- 系 都 是 挠 
自由 系 的 么 半 群 ,有 如 下 的 特征 刻画 : 

定理 5.13 HFL S UTZ A.: 

(1) 所 有 S- 系 是 弱 平坦 的 

(2) 所 有 循环 S- RER FHH, 

D SEEME, HHYH cy € S, FEE cS ToS, 
使 得 (>,z) E Aay ,这 里 4(z,y) 是 S$ 上 的 由 (zx,3) 生成 的 最 小 
AR. 

证 明 (=) 显然 . 

(2) 二 (3) 由 定理 5.7 知 $ 是 正则 么 半 群 . 对 于 任意 <,y E 
S S/A, y) 是 弱 平 坦 系 . AA cA = yA Mace A= y e 1A, AEA h 
定理 5. 8 知 存在 > E eS N y5 Rr els ys A=2 1A HL 
(zx) E Alr. y). 

(D>) ” 设 4 是 任意 S- 系 , 则 由 定理 5.7 WARES PH 
ae dry € S 满足 xa = ye. EXS 上 的 左 同 余 p 如下、 
spisa = ta, 
显然 {x,y) E pe HEL AC, y) Cp. 03) 知 存在 z E cS 1) 9S, fH 
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得 Cz,zr) © AMzyy) ,所 以 (zy © Pp, 因 此 ra = ya = za. 由 定理 
5.8 即 知 4 是 弱 平 坦 的 . A 
定理 5. 14 ”对 于 么 半 群 S, 以 下 三 条 等 价 : 

(1) 所 有 5- 系 都 是 挠 自由 的 

(2) WEWERE) 的 S- 系 是 挠 自由 的 ; 

(3) S AERA PTH EAL TI oc. 

证 明 D>) MR. 

(23) 设 r* 是 S 的 左 可 消 元 . 若 Sr = sS, Wr BAT Mor. 
设 Sr#S. th $3 MAGSr) WER EE). MU AG) 是 挠 自由 
的 . 但 是 ， 

r(l,z) = (,z) =r(l,y), 
而 (1,x) ~ 《1,y). RARE AEP. 所 以 任意 左 可 消 元 是 左 可 
Bion. 

(D>) HAES- ab Air 5 是 左 可 消 元 ,ra = 
rb. 因为 > 是 左 可 道 元 ,所 以 存在 ” ES, 使 得 ”r = 1. 因此 ae Sb, 
即 A 是 挠 自由 的 . Hf 

A BRABA LEM MRE zy € BLA zyx = yo. 显 
然 右 正规 带 ( 满 足 xyz = yor) 是 右 正则 带 . 下 面 的 定理 刻画 了 所 
A S- 系 都 是 弱 平 坦 系 的 蜡 等 元 乏 半 群 . 

定理 5.15 设 5S 是 短 等 元 乏 半 群 , 则 以 下 两 条 是 等 价 的 : 

D 所 有 人 S- 系 都 是 弱 平 坦 的 ; 

(2) S 是 右 正 则 带 . 

证 明 (DC) Rar,y Es. Âr aryr = ytE rs) yS, 
AH riz. ys Beh z = ryràlæ ry) ryA(r yas Bzr) € Ala, 
y). 由 定理 5.13 PARNA S- RETH. 

(1) 二 (2) S= Us, HP EES. BTS. RHE. 为 

是 右 正 则 带 , 只 4 需 证 明 每 个 8. HAS BAMA. 取 定 a CLK 
rey ES. HERS. 13 MARES E cS N yS Ear) € Ary). 
所 议 > = r RAET uist Uns Tie Met En Ya E SAKA Zw? 
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L= Udy, 

WY = UTs 

Unya 一 Ze 
容易 证 明 > E Se BPA BIG SPE) WD xy = ryzy = rzy = 
yzy = yy = yM S, EARE. # 


AMPA EP, EPMA BRA. 由 定理 
5,13, 5.14,5.7 RRB HAW REER PH, ES PIA 
也 可 以 不 是 弱 平坦 的 . 例如 , 取 8 为 不 是 右 正则 带 的 宕 等 元 么 半 
群 , 则 由 定理 5.7 知 所 有 S- 系 是 主 红 平坦 的 ,但 由 定理 5. 15 知 存 
在 非 弱 平坦 的 S- ARN HABLA |N| 2, 了 为 非 正则 半 
群 , 令 S 二 NUTU {1}, 规 定 S 中 的 运算 为 
nt 二 ==t, YnENWYWteT, 

其 他 元 素 的 运算 按照 以 前 的 定义 , 则 5 是 么 半 群 ,显然 3 中 的 左 可 
消 元 只 有 1, 所 以 由 定理 5. 14 知 所 有 S- 系 都 是 挠 自由 的 ,但 由 定 
理 5.7 知 存在 非 主 弱 平坦 的 S- R. 

弱 平 坦 系 可 以 不 是 平坦 的 . 例如 , 令 S 是 右 正规 带 , 但 5 不 具 
有 常 值 结构 映射 . 由 定理 5. 15 知 所 有 S- 系 是 弱 平 坦 的 ,在 第 五 章 
$ 4 中 将 要 证 明 存 在 非 平 坦 的 S'- 系 . 

本 章 引入 的 平坦 性 福 念 及 第 二 章 的 投射 性 概念 之 间 的 关系 可 
用 下 图 示 之 . 


ym Z RP AA, ; 
自由 之 投射 一 强 平 坦 N 均衡 平坦 7 Pamm E 
SNR 


J 
条 件 (五 ) 
aA 
上 图 中 所 有 往 头 的 逆 都 不 成 立 : RF CP A ISTE § 2 


中 给 出 ;均衡 平坦 A PHG T A 3.17; 由 定理 4.2 可 知 例 
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3. 17 也 说 明 平 坦 -六 条 件 (P);* 例 3. 18 说 明 平坦 -六 均 衡平 坦 , 例 
3. 8 BH AR fF CE) A> FE AIT RE E> aE AE 个 
REOBRE: BM PE CP > RHE), MA ARE CP 强 
FH. FE 找 自 由 PERTH SRE SPER RA 
节 ; 投 射 > 8 A IF A PE 六 投射 性 由 第 五 章 8 9 
保证 . 


3 6 方程 组 的 可 解 性 与 R- 纯 同 态 


在 第 三 章 8§3 中 ,研究 了 只 有 一 个 未 定 元 的 方程 组 ,下 面 考 虑 
方程 个 数 有 限 的 方程 组 . 设 4,8 是 右 $S- 系 , 且 A 志 8B 

根据 Normak[127] 和 Gorld[53], 称 4 在 B 中 是 NG- 纯 的 ， 
如 果 对 于 A 上 的 任意 方程 个 数 有 限 的 方程 组 >) SD) 在 B 中 有 
解 , 则 》) 在 4 中 一 定 有 解 . 称 4 是 绝对 NG- 纯 的 ,如 果 A 在 任意 
扩张 系 中 是 NG- 纯 的 . 显然 4 是 绝对 NG- 纯 的 当 且 仅 当 4 上 的 任 
意 方 程 个 数 有 限 的 容许 方程 组 在 4 中 有 解 ,Gould[L53,54,59,60] 
中 对 NG- 纯 性 和 绝对 NG- 纯 右 S- 系 作 了 大 量 的 研究 . 

设 A,B 是 右 S- Af,A> BES- BAA 根据 
Renshaw[ 131,132,133], S Æ R- 纯 的 ,如 果 对 所 有 的 左 S-A 
X Ra fOQ1L:AQX> BOX a@zrr fa) Or HERH. 

i RAH. TE R- RR PL NG- SEA R- 纯 性 对 应 的 概念 是 
一 致 的 , 即 单 同 态 f;4 > BER 纯 的 当 且 仅 当 Ca4) 在 B 中 是 
NG- 纯 的 . 本 节 考 虑 在 右 S- RW Act-S 中 ,NG- 纯 性 和 R- 纯 性 
的 关系 ,结果 表明 在 Act-S 中 ,NG- 纯 性 严格 强 于 R- 纯 性 . 本 节 的 
结果 选 自 [114]. 

设 S$ 是 么 半 群 工 的 子 勾 半 群 . 称 $ 在 7 中 具有 左 扩张 性 质 , 如 
果 对 所 有 左 S- 系 4, 映 射 4 一 了 @4:arr 1 加 “是 单 的 . 称 $ 具 
有 左 绝 对 扩张 性 质 ,如 果 'S 在 所 有 包含 S 为 子 么 半 群 的 么 半 群 中 
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具有 左 扩张 性 质 . 例如 当 所 有 左 S- 系 都 是 平 过 系 时 ,$ 具有 左 绝 对 
扩张 性质 ,此 时 任意 S- 单 同 态 都 是 R- 纯 的 ， 

定理 6.1 BA, BEAS-&.f:A>BERS- BMS. BSA) 
在 8 中 NG- 纯 , 则 ff 是 R- 纯 的 . 

证 明 设计 是 S- 系 ;msm € MM,a,a' € 4A, 在 BOM 中 有 
Fla) Om = fla’) Q m. 所 以 存在 $i otis cet Saste E S ,mss 
E M,a,,° a, € B, 使 得 


fla) = 4131， 
aifi = 2825 Sm = hM, 
Azt = CQ353 9 SaM = tess (*) 
a,t, = f(a’), SaM, == tym! 
考虑 f(A) 上 的 方程 组 


>) =tas = fa) szt, = fla')} 
U (xt; = Easy li = lyen — 1}, 
由 (*) 可 知 >， 在 B8 中 有 解 a1,…,a,. 所 以 由 条 件 知 >) 在 f(A) 
中 有 解 , 即 存在 crete E A EG 
cs = fla), fle,t, = Fla’), 
Feet; = Fey Sii = levee — l. 
由 了 的 单 性 可 知 有 
C18) = at = a! Oty = Cipsi’ = 1 een — 1. 
所 以 由 (* ) 可 知 在 4 QM PR am = cs Om = «4, Ksm = 
ci Qim = cyt, Q mz = Crs Q mz = « = c,5, O m, = Cn GÒ) Spn 
=¢,Qtm' = ct, © m' =a’ © m'. AIRS ACQM> BM 
是 单 的 , 故 f:4 一 B 是 R- 纯 的 . A 
设 $S 是 乏 半 群 T 的 子 乏 半 群 , 且 S 的 乏 元 邑 为 了 的 乏 元 , 则 了 
可 看 成 是 右 S- KR. BAER S- 间 态 8:7 一 了 ,使 得 
(1) p’? = 9,90) = 1, | 
2) 关于 任意 s €E 5, 任 意 1 ET, 着 ts E SWESS, 
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DAS 在 工 中 是 右 拟 一 致 的 ， 

显然 ,[132] 中 的 几乎 一 臻 是 右 拟 一 致 的 ， 

命题 6. 2 设 么 半 群 S 在 乏 半 群 了 中 是 右 拟 一 致 的 , 则 5 在 T 
中 具有 左 扩 张 性 质 . 

证 明 AERES- 系 .要 证 明 S@A4A 一 TA 是 单 的 . 
Rad E A,s,s' CS MAETOQAPAsQa=s Qa’ WE 
FE tartte stin Un E Satan E Asti sett st, ET, 使 得 


s= tu, 多 

tiv = bettas Ua = Vidz 
fan eh —_ 1 

£,U, = 5’, unla = V,a. 


AAS 在 了 中 是 右 拟 一 致 的 , 故 存在 $- 同 态 9:T 一 了 ,满足 条 件 
(1),(2). 易 知 对 任意 *ES 都 有 Ps) =s. Ate, 一 ES 所 以 
由 《2) AP) E S. 再 由 tv 一 tome Ht Gt, uz 一 Kiru) = Ptv) 
= Pi E SK (2) A elt.) = p) E S. 
同 理 可 以 证 明 ges) E Sy. pE) E S, 所 以 在 5 的 4 中 有 
sa =p) Qa = ptu) Qa = tu Ma 
=p) Qua = Kt) O via, = Ptv Was 
=p) Oa, = Piruz) Ma, = 
=Kt,u,) Qa, = Plt, us Q) an = Ht.) Q una, 
=t) O va! = pt), Oa’ = Ptrl) a’ 
=K) Oa =s' Ka’. 
Al A> S@ARMS ET 中 具有 左 扩张 性 . H 

现在 可 以 给 出 例子 说 明定 理 6. 1 的 逆 不 成 立 . 

例 6.3 SEREIS 之 2,R 是 任意 半 群 . 令 T=SUR， 
规定 了 的 乘法 为 ;sr 二 rs 二 r+,r E R,s E€ S:S 中 的 元 素 或 R 中 的 
CRRA EMT BS BRAT MATHS HS 
元 . 令 2T 一 了 是 恒 等 自 同 态 , 则 (1) 显然 成 立 . WEBS CS.ER 
CET ÆtES MA =E S FtER Mts=—tE 3 所 以 条 
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件 (2) 亦 成 立 . 所 以 3 是 了 的 右 拟 一 致 子 么 半 群 . 由 命题 6.2 知 5 在 
T 中 具有 左 扩张 性 质 ,所 以 作为 右 S- 系 ,包含 同 态 5S ~T ER- BH. 
ESET PRE NG- 纯 的 . 事实 上 ,考虑 方程 

zs=as', s,s ES, 
这 里 s 关 :此 方程 在 本 中 有 解 ( 取 r € R, 则 rs =r = rs!) AEE 
S 中 没有 解 . 

如 果 所 有 右 S- 单 同 态 都 是 R- 纯 的 , 则 称 S AAEM R-AK, 
下 面 的 例子 表明 ,即使 9 是 右 绝对 R- 纯 的 ,定理 6. 1 的 道 也 不 成 
立 . 

6.4 BSEARHEHHE iS|\>2, 50S BAAN PIS 
半 群 . 设 S:A> BRERA S- SRS. OM ERAS'- AM, RA 
fQ1:AQM-~ BOM 总 是 单 的 .所 以 5! BAAN R- 纯 的 . 如 
果 对 于 S!, 定 理 6. 1 的 道成 立 , 那 么 对 于 任意 有 S- KB, Sn < 
BW Sh Æ B 中 是 NG- 纯 的 . 因此 Sh 是 绝对 NG- 纯 的 . 由 引 理 
3. 3.9 知 存在 y E S!, 使 得 对 任意 x E SLA y = yx. BRAS 
的 取 法 矛盾 . 所 以 定理 6.1 HSER RRL. l 

命题 6.5 乏 半 群 S 是 绝对 NG- 纯 的 当 且 仅 当 5 在 任意 扩张 
乏 半 群 中 是 和 NG- 纯 的 . 

证 明 ”显然 只 需 证 明 充 分 性 . 设 右 5- 系 4A 以 5; 为 子 系 , > ， 
ES 上 的 有 限 方程 组 , 它 在 4 中 有 解 . 令 了 = 4 U 5, 规定 乘法 为 ， 
Aa, = Az SQ 一 arasaiyd CAS E SiS PHIHRURS 中 的 元 
AR A PHT RRR. 易 知 全 是 么 半 群 .显然 >, 在 4 中 


的 解 即 为 > ET PRIR. 所 以 由 条 件 可 知 > 在 Ss 中 有 解 .因此 
Ss 是 绝对 NG- 纯 的 . y 


设 A,B,C 为 左 S- 系 ,f;:A4 一 Bg:B~C 为 9- 同 态 . 称 A- 人 > 
B ->C 是 关系 正 合 序列 ,如 果 py = (mf X Imf) U 1s = Kerg. 
车 4 一 mB 一 <>C 和 B 一 >C 一 > DD 都 是 关系 正 合 序列 ， 
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Mik A+ B+ C+ D HBX RESET. 对 集合 及 映射 也 
可 类 似 地 定义 关系 正 合 序列 ,以 下 总 是 以 Z 表示 只 有 一 个 元 素 的 
de S- S | 
引 理 6.6 (1) Z> A 一 人 B 是 关系 正 合 序列 OF BAR 
(2) 4 一 - BZ 是 关系 正 合 序列 Of 是 满 同 态 . 
证 明 ”机 械 的 验证 . Vi 
引 理 6.7 设 4 一 一 8 一 一 C 一 -2 是 关系 正 合 序列 ,M 是 
不 可 分 有 S- A.M M@A+MOB>MOC+MOZ 也 是 关 
系 正 合 序列 . 
证 明 BA MERIAH AEE mm € Mm Az 
mt! URE stirs ES E M, EA 
m = MSi Mib, = m25,,°** Mts = m', (* *) 
先 证 M 多 7Z 是 单元 集合 . 设 Z = iz} mOz m @z E MOZ. H 
(x x ) 式 可 知 在 M 的 Z 中 有 
mQz=ms,@Q2 =m, Os =m, &z 


=m, Q iz = mit, Qz = ms, Oz 


Sree = AS, 的 = = m, & snz 
=m, Oz =m, tz = mt, © z 
=m Qz. 

1@¢ 


SATE Bl BT UE M ©) B—>+M@C—+M@Z#BHEREFI. 
种 实 上 ,因为 是 满 同 态 , 所 以 对 任意 m 名 cE MOC, FEIEB, 
EB JO = c. PL m Oc mO = 1 Og) (m Ob). Hl 
© ¢ eA. 由 引 理 6. 6 即 知 结论 成 立 . 

Fit M@A-“2u@ B22 M@CRKKESA. itob 
E Bm, m © MABE MQC HAR mQ $b) =m QA, Ml 
FETE Sishir sSastn © SoCs E Cam, sym, C MH, 使 得 


mMm = Miss 
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mt, = M282. SELE) = teas 


Maln 一 ms Sa = t,(b'). 
因为 上 是 满 同 态 ,所 以 存在 bz 9 +B, € 如 ,使 得 
$B) 一 cl， 了 一 Ronn, 
因此 有 


(sb 52,2) 5 Cbg stb) sr ssbartsb') E Kerg. 


而 4 有- 二-C_ >Z 是 关系 正 合 序列 ,所 以 Kery = p, = (Imp 


xX Img) U ls* 所 以 有 下 述 三 种 情形 : 
Gi) sib Æ hb 此 时 必 有 ae E AMES Gla) = sib, FU mOd= 
ES) 5= m Onh =m Oa = 18 Om, Wa). AIA m 
Gb E Imi 分 . 
Gi) TEk E {Lon — 1} ,使 得 5 一 Eby oot? 5540; = bd, 
但 sr: 天 二 HI 和 + 此 时 存在 ea © ARR Ha) = mt 所 以 
EMS BPE 
mQb=ms, Ob = m= m ne 
=m; bs = ms, Qo, = e 
=m, 8, © by = m & sibi = m Q beds 
= mit, Q bay = mS G bisi. 
=mi © sinbit! = Mir Q Ka) 
=(1 A m Sa). 
所 以 mb € Im(1 @ A. 
Git) sib = bbz. sib = tybs,° 5,5, = t,0'. 此 时 在 MB 中 


有 
mOQb=ms,©b=m,Osb =m, O tib = 
=m, Q ib = mt OF =m WO. 
同 理 可 以 证 明 w 的 BE Im(] 四 四 或 者 OL =m. 
ERA n Ohm OL € Am YH X Im(1 DD) U ines. 
这 就 证 明了 Ked 名 © Pigg 下 证 相反 的 包含 关系 . 
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m,m E€ M,a,a’ € 4, 要 证 明 在 开 的 C 中 有 普罗 Ya) = 
m Q yea’). 因为 M 是 连通 的 , 故 由 (* * ) RAI MOC 中 有 


mO pKa) =m,5, © Hla) = m Osga) 
=m, & ppsa) = m O yra) 
=m, O ppa) = mt, Q pKa) 
= MS; & gpa) = se 
=m,t, O gela) = m' Q pela) 
=m' Q ppa). 
此 即 完 成 了 证 明 . if 
引 理 6.8 设 下 图 中 上 、 下 两 行 都 是 关系 正 合 序列 , 且 每 个 方 
块 都 可 交换 ， 


4 B o z 
ERLE E, +z 


并 设 8 是 单 同 态 , 则 7 是 单 同 态 当 且 仅 当 pg 门 py = ppr 这 里 pp = 
(mp X Im8) U 1s ,其 他 同 理 . 

证 明 ”机 械 的 图 追踪 ， H 

命题 6.9 设 4 是 循环 右 S- 系 B 的 循环 子 系 , 且 包 含 同 态 及 
一 8B 是 R- 纯 的 , 则 4 上 的 如 下 形式 的 方程 组 

> = (xs; = ala € A, j = lyon} 

EE B 中 有 解 , 则 在 A 中 一 定 有 解 . 

WEA RD) E B pH b. M S-A as 一 $ als) = 
(55; 95525? 55a) MAHAR IEF FS 

S — S —» S*/p, Z. 
因为 4,8 都 是 连通 的 右 S- 系 ,所 以 由 引 理 6.7 知 有 如 下 的 关系 正 
合 交 换 图 
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AQ@S—>AQ@ S*—+ A@S"/p, —> AQZ 


| | 


BO S—> B QS — B@S"/p, — BQZ 
AAW AQS = AAE AQS S= ABO S c B". 故 有 如 
下 的 关系 正 合 交换 图 ， 

A -4 一 ~4 因 So 一 -4 鸭 Z 


JAA 


B > BP —+BQS*/p,$—> B@Z 


因为 包含 同 态 A> BER 纯 的 ,所 以 8,7 均 为 单 同 态 , 所 以 由 引 
H 6.8 知 有 Ps 1) py 一 per 

因为 # Cb) = (hs, bs,) = (ayy an) 二 Bai san), 所 以 
存在 a € A, ER Bpa) = laan), I Pa) = Ga (a) = Gla) 
= (ası, aSa) s ARV as; = ajj = lorem. 这 说 明 >， A PA 
解 . A 
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Shit ”平坦 性 对 么 半 群 的 刻画 


$1 条 件 (P) 和 强 平 坦 性 一 致 的 么 半 群 


由 圭一 章 的 讨论 可 知 , 强 平坦 性 一 条 件 (P) 一 平坦 性 ,县 每 
个 递 推 关 系 都 是 不 可 道 的 . 然而 这 并 不 排除 在 某 些 特殊 的 么 半 群 
E, 某 两 个 概念 是 一 致 的 . 如 何 刻画 这 些 乏 半 群 (在 其 上 两 个 不 同 
的 概念 是 一 致 的 ), 便 是 半 群 同调 分 类 理论 的 主要 内 容 . 本 章 考 虑 
的 问题 主要 是 这 类 问题 . 本 节 和 下 节 分 别 讨论 条 件 (P) 和 强 平坦 
性 一 致 的 么 半 群 ,以 及 平坦 性 和 条 件 (P) -- 致 的 么 半 群 . 

命题 1.1 BARS 上 的 左 同 余 , 则 SA 满足 条 件 (P) 当 且 仅 
当 ; 对 任意 swt E S ,如果 了, 那么 存在 xm ES 使 得 se = to, H 
udlav, 

WA =) Bs, € S,a,a' ES 满足 se =s'a'. Wika 
= XA,a' = cA MM srk = s' z'à. UR RIME xz E SRE 
szu = siz'v, H owAldav. 因此 ,a = cA = zuà = xu(1d),a’ = r'À = 
z'và = 2’ v(1A), BP S/A 满足 条 件 (P). 

=>) Pest Wsi = tA AREFE av € Sa" = 2a € Sj/4, 使 
得 su = tv, lÀ = ua” = uxd = va” = vrà. 所 以 有 sux = tox, H. 
uxAalavz. i 

命题 1.2 BARS 上 的 左 同 余 , 则 S/4 是 强 平坦 系 当 且 仅 
当 , 对 任意 s,t CSW ste BARE a CS ,使 得 su = tu, 且 wa1. 

证 明 ”由 命题 4. 3.15 和 定理 4.4.7 即 得 . It 

命题 1.3 记 欠 1l,z) 为 3 的 由 (i,z)y 生 成 的 最 小 左 同 余 , 则 
S/A) WERP). 

证 明 iste SosAC ot WAH 1.1.3 Ws =i, 或 者 存 
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E trot, E SFR 
S$ = 0,0, ot), 一 在 cg = ty 

其 中 (cd ?或 (dc € (1 .2)) f= 1.2.00. 容易 证 明 ( 例 如 用 
数学 归纳 法 ) I FEE BRR n k, fA sc" = tx", BRA" 一 
aA) = Alàri edz RU SAG, 2) WERP. = 

命题 1.4 S/4(1,z) 是 强 平 坦 的 当 且 仅 当 存在 自然 数 > 使 
得 x+ = r. 

证 明 ”因为 z2(1,x)1, 所 以 由 命题 1. 2 知 存在 * E S, E 
zu = u, H w4(1,z)1. 由 命题 1.3 HIER MEE BRR m,n, 使 
Buz" = x". FY 

eS gx" = eux” = uz” = I". 

RZ , 设 Pn ae OM 对 于 任意 Sst 和 5, 若 5A(1,z)f, 则 和 命题 
1. 3 的 证 明 类 似 地 可 知 存在 自然 数 %,, 使 得 sx” = to", 取 自 然 数 
r 使 之 大 于 #4,msk; 则 有 sx = tr, H rAr) 由 命题 1.2 即 知 
S/4(1,z) 是 强 平坦 . H 

下 面 是 本 节 的 主要 定理 . 

定理 1.5 如 下 几 条 是 等 价 的 : 

(1) 每 个 满足 条 件 (P) HARER S- 系 是 强 平 坦 的 ; 

(2) 每 个 满足 条 件 (P) 的 循环 S- 系 是 强 平坦 的 ， 

(3) 任意 x E S,S/AC 2) 是 强 平坦 的 ; 

(4) 任意 zx E S FEARR n EI = 2". 

证 明 (1) 二 (2) 二 (3) 是 显然 的 . 由 命题 1. 4 可 得 (3) 二 (4). 

(4) 二 (2)” 设 5/4 满 足 条 件 (P),s,t € SIRE sd. 由 命题 1.1 
知 存在 xpoE 5S, 使 得 su = tv, H uàliv, H uiv AARTE pag ES, 
(84% up = vq H paldg. 由 (4) MUFF m n, (EG ut = a = 
v. ue =u", f =v, Me sf E€ ES), H ue =e,vf =f,edlsf. B 
由 命题 1. 1 FE woz € 5 ,使 得 ew = Jz, H wilàz. 记 h = ew, 
SU A = ewdedl, H shk = sew = suew = tvew = tufz = tfz = th, 
所 以 SA 是 强 平 坦 的 . 

(2) 二 (1)” 设 4 是 有 限 生 成 5- 系 且 满足 条 件 (P), 则 4 是 循 
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环 子 系 的 不 交 并 . 由 此 即 知 这 些 循环 子 系 都 满足 条 件 (P) ,从 而 由 
条 件 知 都 是 强 平坦 的 . 因此 4 是 强 平 坦 的 ， A 

定理 1.5 中 的 条 件 (4) 能 否 保证 所 有 满足 条 件 (P) 的 S- 系 都 
是 强 平坦 的 ,或 者 如 何 刻画 所 有 满足 条 件 (P) 的 3- 系 都 是 强 平 坦 
系 的 么 半 群 ,这 些 至 今 仍 是 未 解决 的 问题 . 

下 面 考虑 几 类 特殊 么 半 群 ,在 其 上 所 有 满足 条 件 (P) W S- 系 
RE FHM. 

命题 16 BS 是 等 等 元 么 半 群 , 则 任意 满足 条 件 (P) 的 S- 
系 都 是 强 平坦 的 . 

WHA 设 S- 系 4 满足 条 件 (P),a € A4A,s,t ES, 满 足 s4 二 ta. 
由 条 件 (P) 可 知 存在 4,vE5,a' € A, Esu = tua = wa’ 二 va'. 
因为 u,v 都 是 各 等 元 ,所 以 a = ta = va 再 由 条 件 (P) 知 存在 a”E€ 
A,r,p ES, 使 得 ur = vp,a = ra" = pa”. & h = ur, Jj ha = ura 
= urra" = ura" = ua =a,sh = sur = suur = suh = tvh = tvvp = 
tup = th. 所 以 4 MERE). EE 4 是 强 平 坦 的 . A 

称 半 群 了 为 null ER MRM ER. ET, a 一 0. 

命题 1.7 AT Æ null 半 群 ,$ = 于, 则 任意 满足 条 件 (P) 的 
S- 系 都 是 强 平坦 的 . 

证 明 设 S- 系 A 满足 条 件 (P),a € Asst © SHE sa = ta. 
由 条 件 (P) 可 知 存在 x,v ES, a E A, EIG su = tu ,a = ua’ = va', 
WME u = 1,v Æ 1.a = a , PRL, a = va' = va = va = Qa, H 50 
= 10. 所 以 满足 条 件 (E). WR u A l = 1, 则 采用 和 上 面 类 似 的 
证 明 . FEI uo 1. WMR st Al, HBA a = ua’ su = 0 = tu. W 
W s = 1, #1, a= 1+ a= sa = ta = t'a = la, H :0= t0. 
WME s A l= 1, 那 么 证 明 同上 .最 后 ,如 果 s = 二 + 二 l, Mev, 
总 之 4 满足 条 件 (E), 从 而 A 是 强 平 坦 系 . if 
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§2 ”平坦 性 和 条 件 (P) 一 致 的 么 半 群 


命题 2.1 设 J 是 5 的 真 左 理想 , 则 S- RAV) MERE) 
但 不 满足 条 件 (P). 

TEAR ACJ) 的 构造 容易 验证 . i 

命题 2.2 RIES 的 真 左 理想 , 则 如 下 两 条 是 等 价 的 : 

(1) AW) 是 平坦 的 ; 

(2) MER AE TIE HW. 

证 明 D>) RAV) 是 平坦 的 . 因为 对 于 了 E 了 ,有 
jao) = Gz) = 70») FUSS QA) 中 有 7Q@ (lz) =) 
© Ay) Mh AC) 的 平坦 性 可 知 在 IS BW AC) 中 有 7 @ 1.2) 
= j@ (sy). 所 以 存在 ,sj € jSrals san © AGO， 
+ Sst, E SS, 使 得 


(liT) = sya), 


Ja = jebs £14) = S$2@es 
S282 = fates Eo, = 53835 
JnSn = Jin» fnan, = 《1] +). 


a, = (pw), EP p, € S,w, € (zyz} ,由 上 述 等 式 组 知 肯定 
存在 某 个 i, 使 得 w; = z, 因 此 tp; E J. ERV = fb) = jotip! = 
jasia 一 = hiipi = jitibi © jid. X hia E IS PWG EC N. 
(2)=>(1) 设 4 是 任意 右 S- 系 ,ai €E Aym,m' © AW) FE 
ASAT) 中 有 a 的 zr =d Qm. 要 证 明 在 (aS U a'S) WAV) 
PA aOm=a' Qm. 
m,m E€ St1,X), 则 在 A 的 5(1,z) FA aQ m= a 的 
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m (利用 命题 4. 2.12 容易 证 明 ). 而 3(1,z) 全 S 是 自由 8S- 系 ,从 而 
是 平坦 的 ,所 以 在 (aS U dS @SU.2) 中 ,因此 在 (a5S U aS) 
AW) FH. aQm =d Om. Emm ES(1,y), 则 可 采用 类 似 
的 证 明 . 

ATi m = lsm = Gy) ,其 中 ES 一 过 由 命题 
4.2. 12 知 存在 zi wos vs © Sras EE Asm; = (pis) E 
AGI), Fup p © Sow; € {2.92} ;使 得 


(s 2) = ti Cpi w), 


au, = aW; vi (Pi yw) = ul Pz Ws), 
Az, = AU» VeL Prs W) = talpa W3), 
apti, = Gy Un PrvWy) = y). 


显然 存在 i, 使 得 vp; = tia Pi € J URE E J ,使 得 vip; = 
Hiribit! = pr. 因此 ,as = awp: = agidi = = QH 让 = 
Gite Pity = = d'V fn = a't, PTL asr = as = a't = a'tr, FEaS 
QAJ) 中 计算 : 
aQ (sx) =a Q s(x) = as @ (1,2) 
=asr Q) (1,4) = as Qr, z) 
=as Q) (r,z). 
AISEZE oe’ SQ AV) 中 有 ar OUy) =a't@ (r.z). AAE aS U 
dO QA) PH a Gr) =as@ rz) =a't@ rz) =a & 
Gy). “ 
定理 2.3 RATIO S- 系 满足 条 件 (P), 则 ESO = 1. 
WA He € EC(S),e 关 1, 则 Se 闫 SS. 显然 对 于 任意 j= se 
€ Se,j = see € jSe, 所 以 和 由 命题 2.2 知 ASe) 是 平坦 的 ,从 而 满 
REP). 和 命题 2. 1 FB. Hf 
定理 2.4 如 下 两 条 是 等 价 的 : 
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(1) JES) =1; 
(2) 对 于 SHERARERAAB BAEC I 一 H. 
证 明 >) RIED) = 1, 则 5 中 的 任意 正则 元 是 下 
逆 元 . 设 了 = Sx, + U Sr, ESHARERAMB OAT AS, 
如 果 xz, & xJ 则 证 明 完 成 .下 设 x E rd. RORE Ti 5 zur, 
其 中 ww ES. WR ar: & zz, 则 证 明 完 成 .下 设 ze E x .因为 x & 
zzSzl U za9zz, 所 以 可 设 2, = rwar HEP v E 5. 继续 上 上述 讨论 ， 
可 知 存在 x 满足 x; & a. 
(2) 志 (1》 由 定理 2. 3 的 证 明 即 得 结论 . M 
定理 2.3 和 定理 2.4 给 出 了 所 有 平坦 S- 系 满足 条 件 (P) 的 两 
个 必要 条 件 . 下 面 例子 说 明 存在 满足 E] = 1 的 么 半 群 5, 其 
上 的 平坦 S- 系 可 以 不 满足 条 件 (P). 
例 2.s0%1 设 G 是 群 ,T 是 没有 和 宕 等 元 的 右 单 半 群 (例如 了 
是 Bear-Levi 半 群 ). $ S =G U TWE S 中 的 乘法 为 
BE: € Gott, ETtg= gt =t, 
V gogg EGY tistet € T. 
容易 验证 S 是 乏 半 群 且 只 有 一 个 吞 等 元 . 显然 本 是 S 的 真 左 理想 ， 
IHES ET, aT = 个 ,所 以 i © 二 ,所 以 由 命题 2.2 知 A4(T) 是 平 
E S- 系 ,但 由 命题 2. 1 知 ACT) 不 满足 条 件 (P)-. 
例 2.5 中 的 S 是 不 交换 的 .下 面 给 出 一 个 满足 要 求 的 交换 么 
半 群 的 例子 . 为 此 先 证 明 
命题 2.6 ”对 于 么 半 群 5, 以 下 两 条 等 价 ; 
(1) 对 于 每 个 真 左 理想 J 了, 存在 jE€ — is 
(2) S PASE RII rot HT = Likid = 0,1， 
…, 则 存在 自然 数 ”使 得 z = zt = … 二 1. 


证 明 DSO 考虑 5 的 左 理想 J = ÜS 对 于 任意 7 E 
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J ETE x Fils © SAR 
j = sr = SZZ = JE, © jde 

所 以 由 (1) BEJ = S. HEFE r, 和 + 上 ES 使 得 1 = trn 所 以 
Enpi = l © en = tte = te = 1, Aha, Her Hl 

(D>) 设 J 是 5 的 真 左 理想 . 取 xo € J.B x & rd My 
证 明 完 成 . 设 ze E rd MFE x1 E 了 ,使 得 ro = er. Ha & 
OJ, MERER. Bae E rnd MEE a: E ,使 得 z = zizz. 继续 
上 述 过 程 , 可 得 到 两 种 情形 : 

(iD 存在 某 个 i 使 得 x, & x. 

Ci) 存在 无 穷 元 素 链 xo,x1,… ,使 得 zx = titii = Oy Leer. 

车 (让) 成 立 , 则 由 条 件 知 存 在 ,使 得 x, 二 z+ 二 … = 1 PRA 
J=S. 76 KEG 成 立 . Hf 

例 2.70 定义 (一 00,00) 上 的 部 分 映射 

oe ee i-1<2<i, 

Zs x<i-1, 
i=1,2,. 容易 证 明 fifi = fai = fi. 因此 对 任意 i > j, 有 
FS, = fh, = £4 
$= {fji = 1,2, 5m = 1,2} U C1}, 

其 中 1:( 一 20,00) » (一 09,00) 是 单位 映射 . 显然 $ 是 交换 么 半 
群 . 容易 证 明 当 zeE G li) Ht, 


fasini +i), 


所 以 S PERFI HK |E(S)| = 1. 
RRS 中 有 无 穷 元 素 链 Sito WE Si = ffit = 1,2, 
…. 所 以 由 命题 2.6 知 存在 5 的 真 左 理想 7, 使 得 对 任意 jE€ J,7E 
jd. 
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这 个 例子 说 明定 理 2.4C2) 中 的 “有 限 生成 ”不 能 去 掉 , 妈 使 S 
是 交换 么 半 群 . 

对 于 上 述 7, 由 命题 2.2 知 4(J) 是 平坦 的 . 但 由 命题 2. 1 知 
ACS) 不 满足 条 件 (P). 所 以 平坦 S- 系 可 以 不 满足 条 件 (P) ,即使 S 
是 交换 乏 半 群 且 'ECS)| = 1. 

定理 2.8 所 有 平坦 系 是 强 平坦 的 OS = {1}. 

证 明 车 S = 人 1), 则 所 有 S- 系 是 自由 的 ,所 以 任意 平坦 S- 
系 是 强 平坦 的 . 

设 所 有 平坦 S- 系 是 强 平 坦 的 , 则 由 定理 2.3 和 定理 1.5 知 
IECS)| = 1, 且 对 任意 xz€ 5S, 存在 自然 数 n, 使 得 x"t = zx", 所 以 
z” EE(), 从 而 x" 二 1, 因此 xz 是 可 首 元 .再 由 xz"!' = Ge = 
1. 所 以 5S = ii}. ie 

如 何 刻画 所 有 平坦 S- 系 满 足 条 件 (P) 的 么 半 群 至 今 仍 是 一 个 
未 解决 的 问题 . 下 面 是 一 些 部 分 的 解答 . 

定理 2.9 对 于 乏 半 群 S, 以 下 二 条 等 价 ， 

(1) S 是 左 可 消 么 半 群 ; 

(2) S 是 右 PP 的 , 且 和 任意 平坦 S- 系 满足 条 件 (P); 

(3) S EA PP H, BAERS TSH S- 系 满足 条 件 (P). 

证 明 (>) 当 3 是 左 可 消 么 半 群 时 ,S 显然 是 右 PP 
的 . 设 A ERF S- 系 ,a,a' E A,z,y E SWE ra= ya. HE 
理 4.5.5 知 存在 a"E 4:zpzi E SAG ru = ryo = y ray 
= yy ua = qa" oa = yo". S 的 左 可 消 性 知 w = 1 = o e 
a = xia"a' = ye" 因此 4 满足 条 件 (P). 

D>) BR. 

(2) 一 (1) ”由 定理 2.3 知 ES] 二 1. 设 r,z,yE€ 5 满足 rx 
= ry. AAS BA PP 的 ,所 以 由 命题 2.5. 1 知 存在 e © ECS), fF 
得 7 =re, Hrs = rises = et. BH ex = ey. (He = 1, 所 以 x = 
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y. 这 说 明 S 是 左 可 消 的 . i“ 
定理 2.10 KS 是 右 PSF 么 半 群 , 则 以 下 三 条 是 等 价 的 ; 
C1) 所 有 平坦 S- 条 满足 条 件 (P); 
(2) WARTH S- RERO); 
(3) HTS 的 任意 真 诺 理想 J 了 ,存在 jE J 一 jd. 
证 明 (2)=>(1) 显然 . 
(1) 坟 (3) ”由 命题 2.1 和 命题 2. 2 即 得 结论 . 
(3) 志 (2) ” 设 A 是 弱 平坦 S- 系 ,aya’ E A x,y ES, 满足 xa 
二 ye/ ,由 定理 4. 5.5 知 存 在 a”€ A,xi,y. ,uyv E SHE 


TU 一 之 JU 一 YL 5 Wis 


ua = Xa VA’ = ya", 
EAS EA PSF 么 半 群 ,所 以 由 定理 4.4.13 知 z 是 $ 的 左 半 可 消 
元 . 因此 由 zx = x 可 知 存 在 x € S, 使 得 x = rz, z= 2. AK 
由 定理 4.4.13 知 zi 也 是 左 半 可 消 元 ,所 以 存在 xz: E 5S, 使 得 x = 
LLys Xatt = Zz, 继续 上 述 过 程 ,可 以 得 到 无 限 元 素 链 7 ,x ,…, 满 
足 
TO 一 1 

由 命题 2.6 知 存在 自然 数 = ,使 得 z 二 z+ 一 … 一 1. 所 以 xz 一 1 
同 理 可 以 证 明 v = 1. PRA a = 2,0",a' = ya”, xz = yy. BI AX 
ERP). A 

由 命题 2. 1 和 2.2 知 若 所 有 平坦 S- 系 满足 条 件 (P), 则 对 于 5S 
的 任意 真 左 理想 J ,存在 j € J 一 .下面 给 出 例子 说 明 有 反 过 来 的 
结论 是 不 成 立 的 , 即 定 理 2. 10 中 的 条 件 “S 是 在 PSF 乏 半 群 ”不 能 
去 掉 . 为 此 先 证 骨 一 个 命题 ,该 命题 以 后 要 多 次 使 用 . 

命题 2.11 设 S 是 么 半 群 ,4 是 S 上 的 左 同 余 ,; 则 S- 系 S/4 是 
弱 平 坦 的 当 且 仅 当 对 任意 x,v CS Aude WEES tC S, 使 得 us 
= vt, Hs V Au)1,t(4 V Av)1, 这 里 4x 是 如 下 定义 的 S$ 上 的 右 
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同 余 : 
XAu yur = uy. 
证 明 ” 设 5/4 是 纶 平坦 的 ,xw,v E SHB ude, Rul = ovl. 由 
定理 4.5. 2 知 存 在 zaE S/4,z E uS 门 v5 ,使 得 w1 = vi = za. i8 
a=wlwE S,z=us=vsti€ SMA 


AES QOS/APHuQIl=1QO1=1Qusw=1Qu-sw= 
u Qsw. HF SARE FHM. PUES OS/A PAu Ol =u 
sw. 因此 存在 Sisia sSysly €E S ,使 得 


1=s1, 
s, = utis til = sol; 
US, = ttss tel = Sal, 
US, = Uly» bl = sw 


所 以 有 
swat, (Au)s,At,_ (CA) 1 Cu sàl, 
BI sw(A V hu)1, 同 理 可 以 证 明 trwl4 V Av)1. 显然 还 有 
usw = utw, 
所 以 结论 成 立 . 
反 过 来 ,在 题 设 条 件 下 ,要 证 明 S$/4 是 弱 平 坦 的 . 设 x,z E 5， 

且 在 3 四 3 中 有 z@ 工 一 " 因 工 要 证 明 在 (wxS U vS) O S/P 
th u@l=v@1, BWA «-l=v-, Bude. 由 条 件 知 存在 s， 
t E SPB us = vt, s (À V Add (A V Av). P Dore Tig Tne 
Ynti rZ WE Zm Wa E 5 ,使 得 

1 = Toy (Au Jr Ay, (Au rar (Ate x, Ayng1 = Ss 

t = zw (Av) z,Aw, (Av) 22°" (AV) mAn = 1. 
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EuS U vS) 多 SA 中 进行 计算 ， 
u QI =n Qa, =u Oy = uy, Ol =ur@1 

=u Q r =u Qy = uyl = un DI 
=u Q r; = =4 Q r, = u Ory 
su Qs = uws Ql=uauQI=vtQi= z 
=v Qm, = =v RQ Wa = vw, QI 
=vuz, QI = vO) n = VQ wm =F Vl. 

所 以 SA/4 是 弱 平坦 S- 系 . Hf 

42.12 WS = lz, ylzy =z? = yt) U {1}. SA=ACz, 2’) 
V Ads) WA 

G) S 是 交换 么 半 群 ; 

GD X S 的 任意 真理 想 / ,存在 元 素 j ET 一 J; 

Gi) S/4 EFE S- 系 ,但 不 满足 条 件 (P). 

证 明 首先 ,S = (rja 是 自然 数 } U (ole BARR U 
URZAA ry 一 yz = a, BRS 是 交换 么 半 群 , 且 对 任 
Buy 是 S 的 可 消 元 .车 i 二 77 MARAE y = 1. 所 以 (ii) 成 
X. 

对 于 S 作 如 下 的 分 类 ， 

[z] = {x"|n = 1,2,}; 

[1] = {yl = 1.2.0} U {1}; 

Ly] = fy a? sx ,0}. 
容易 证 明 该 分 类 决定 的 等 价 关 系 = 是 S LAMAR. HoH A BAR 
EH A KAA ERE, 

设 u,v € 5S 满足 wv, 则 有 下 述 三 种 情形 : 

(a) mAr". BEL Sma Em =n MSs=—t=1,9 
BRE us = vt, s (À V Au OA y Aot. Rm <a. ERE r"a” = a 
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"1, s= r,t = 1, Mus Sut tay Ac), fia” "Ac?" (Ar) 
ym AL AV dw) 1. 

(b) yry”, ASHIK O S m SE y = D EA y 
yen = y” e LBs yee = 1, Al, MD SCA V Aw) 1. 

Co) yy RE LS <n, RA t+ yO = 
yt e Ly AL 

所 以 由 命题 2. 11 知 S/A 是 弱 平坦 左 S- 系 , 又 S 是 交换 么 半 
群 ,所 以 由 下 一 节 的 定理 3. 10 即 知 8 人/ 是 平坦 的 . 

设 5/4 满 足 条 件 (P). 因为 xxz ,所 以 由 命题 1. 1 知 存在 sz E 
S ,使 得 zs = rt, H sàl. BRs, E [1], 因 此 zs 是 xz 的 奇数 次 宕 ， 
We x72 Fé r RRO. 这 说 明 cs A rt, 矛盾 ,因此 3/ 不 满足 条 
HEP. if 

这 个 例子 也 说 明 条 件 “ 对 5 ERMA ACR REG CT 一 
亲 ” 不 能 保证 所 有 循环 平坦 S- KEREC). 


3 3 ” 弱 平坦 性 和 平坦 性 一 致 的 么 半 群 


平坦 系 一 定 是 弱 平 坦 系 ,但 弱 平 坦 系 不 一 定 是 平坦 系 . 本 节 讨 
论 几 类 使 得 所 有 弱 平 坦 系 是 平坦 系 的 特殊 么 半 群 ,其 主要 内 容 取 
自 于 Bulman-Fleming 和 McDowell 的 论文 [23]. 

引 理 3.1 设 4 是 右 S- 系 ,B 是 左 5- 系 , 且 B 是 主 纶 平坦 的 . 
Ga.a, € Abb, € B,s, E S HE a [= as sb = sb ME aS 四 
BpHaQib=a Qb. 

证 明 Asb = s.81, 所 以 在 SB 中 有 ss 多 5 = 的 六 . 
QBEES THN AUE sS OBRA s AI s 0h. AMF 
在 sv stins Un E 5S ,bb © BPR 

* 168 + 


S, = Sikis 


NVL Hs ub = vibes 
SUr == Sy» u,0, = Vb. 
所 以 在 aS ©) BPR 
a Qb =a,s,Q b = asyu, 6 = au, Wb = a Q u,b 
=a Q) vib, = av, ® b, = = av, OD 
=a,syv, Q) br = a Q) 4, = ah. i 


引 理 3.2 设 4 是 任意 右 5S- R, BERTHE S- R. E aa 

€ Abb € B, 满 足 

a = åS; 

at = a', sib = ib, 
EP sot € S,a,€ A4A, 则 在 (a5 US) QBHBaWb=a'& 
b. 

证 明 ”因为 8 是 弱 平 坦 的 ,所 以 由 定理 4.5,2 知 存在 p,4 E 
Sib" © BAG sip = ig Hsb = rb = sph" 一 tq6". 由 引 理 3.1 
知 在 aS QB HH a Qb = a Q ph" = ap Ob". MBE aSQBP 
Aa QO = a'g Qo". fil ap = asp = atg 二 a'q; 所 以 在 (aS U 
aS) QB PHaQb=a' OU. y 

Br, y ES. wea WAS EBEG, y) 生成 的 最 小 右 同 余 . 

定理 3.3 设 S 是 右 PSF 么 半 群 , 且 对 于 任意 u,v E 5, 存 在 
z € Su N) Sv, 使 得 (z,u) E pluv) WNE DPHE S- 系 是 平坦 的 . 

证 明 设 B 是 弱 平 坦 S- 系 ,4 是 任意 右 S- 系 ,a,a' € Ab, 
FEB EAQBPAaOb=a' OU. BERKS U a'S) O 
B PARQE =a Oo’. HEH. 1.2 ME a ya, E Abt, 
b, €E Bsisti 5st © SABA 
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a- = d$} 
aty = a282+ sb = tibs 


ep 


对 使 用 数学 归纳 法 证 明 结论 . 
Bn = 1. 此 时 有 
CQ 一 CISl， 
at, =a’, sib = 2,8’. 
所 以 由 引 理 3.2 即 知 在 (aS U d SOB PHa Qba OH. 
Un 2. 4b, = bby, =O. MF sb = tein AR EA. 5.5 
的 证 明 过 程 , 可 知 存在 zyoyzoy E 5,5," © B, 使 得 


Site; 5 3 GY» 


u,b; = wT vb = vyb". 
MF a. fo. BRAM pig © 3 使 得 
PO; = Quir1s 
Fi qitie retin.) © Plija). 定义 
pi = (0590) E S X S| aigis = airisint}, 
则 pi 是 S 上 的 有 同 余 . BW Qis tipi = diisi = at; = at; = 
Gig S410: TVA Cesar ste) © pe R BRIF iuist) © Pi; 故 
A 
RS = Be Seay = Ajse 
因此 
(ays, dG MiX; = ASX: = ALY, = lipasi Yi 
= 54 Sit Gilli = Git Sin PVY > 
Pipi Nbi = pilih) = Gy 14d, 
= Gib”. 
又 因为 
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QUT, SASU = 48, X, = ti = 42529) 


2529 pV) = (4252) Pris 
Cansa) Gann = AnS En = Aanfn Yn 


= Antan Yn = VY 


所 以 有 如 下 的 等 式 组 : 

a = at 

AX, = (252) PVY» ub = utib", 
(a252)q,U2t2 = (a383) PoV2¥5 PUY" = qyteereby", 


“em 


(Gas Gu UTe 一 A Tayy palUn ly br! = Gan len Eee» 
aV, =a’, Ua YaDa" = Vb. 
对 于 上 述 等 式 组 中 的 中 间 2n 一 1 个 等 式 应 用 归纳 假定 可 知 在 
(au,z,5) U (a'u,y,S) @ BPA 
aux, & b,” = a’v,5, © b”. 
利用 最 前 面 的 两 行 等 式 可 知 在 as O B 中 有 
a Qb = as pwy & h". 
同 理 可 知 在 a'S @ B 中 有 
a QO = arSant O) b". 
于 是 在 (es UU a'S) OB 中 有 
a®b =aspivy & 6," = aux, & 6,” = a'v,y, & 8,” 
=a pS Gn- tel, BH," =a! OH. 
这 就 证 明了 BETHE S- 系 . M 
定理 3.4 设 S 是 右 PP 么 半 群 , 且 对 于 任意 4,v € E(5), 存 


在 zE Su N Sov, 使 得 (z,u) E plu,v), 则 所 有 弱 平 坦 S- 系 是 平坦 
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的 . 
证 明 ”考察 定理 3. 3 的 证 明 过 程 . 由 推论 4. 5.5 知 当 S 是 右 

PP 么 半 群 时 ,上 述 证 明 过 程 中 的 u,v RIES oC. 所 以 类 似 于 定 
埋 3.3 的 证 明 即 可 完成 本 定理 的 证 明 . A 

推论 3.5 设 所 有 石 S- ARS TI WAS PME S- 
系 是 平坦 的 ， 

证 明 ， 由 定理 4.5. 12 和 定理 3. 3 即 得 结论 . VA 

推论 3.6 SHAE A S- 系 都 是 弱 平 组 的 , 则 所 有 左 . 右 sS- 
系 都 是 平坦 的 . 

证 明 ”由 推论 3.5 即 得 本 结论 . Hf 

设 S 是 么 半 群 , 吕 是 弱 平坦 S- 系 ,4 是 任意 右 S- 系 ,ayw EA, 
6,0 CB FAQBPRaQOb=a OY. 对 于 特殊 的 么 半 群 3 为 
证 明 B 是 平坦 的 ,只 需 证 明 在 (a5 US) QBPRHRaDb=a' @ 
b BIPj. 由 定理 4. 1. 2 知 存在 ayav © Asbob © Bs 
“ln 和 ,使 得 


a 一 Qi5， 

QI 站 = a252» sb = tbr, 
aiti = Ain Sieis sib; = 到 可 +， 
at, =a’, sb, = tb. 


FH S| 3. 2 S24 n = 1 SRE Re. AE A A A Se OR 
成 证 明 . WMR at: = aisi E aS Ua'S,i E {1,…,n 一 1}, 那 么 使 
用 两 次 归纳 假定 即 知 在 (aS Ua'5) 的 B 中 有 a 的 5 二 at, Oba = 
a’ 因由 .特别 地 ,如 果 二 和 53 RAs, E S MWE aS U a’S) QB 
中 有 “四 5 一 2 Ob. MRT 5s, = 1,8 € (2,-4.0), A PS 
等 式 组 : 
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Qk, = azz» sb = bbz, 
ai (t,t) = B+ Sitis §;_,0;-; = (titi) bga 9 
Anin = a’, 5,8, = tb 


所 以 由 归纳 假定 即 知 结论 成 立 . SUR SE = 1,62 € (1 一 
1}, 辣 上 类 似 的 证 明 即 知 结论 成 立 . 

下 面 利用 上 述 讨论 给 出 几 个 定理 ， 

定理 3.7 设 $ 是 ( 带 零 ) 半 群 , 旦 是 其 极 小 ( 带 零 ) 右 理 想 的 
并 , 则 任意 弱 平 坦 8'- 系 是 平坦 的 ， 

证 明 设 召 是 弱 平坦 S- 系 ,4 是 任意 右 8- 系 ,are' € Ab, 
b CB EAQOBHAaAQb=a Ob. MWK aan € A, 
bes by © Bysy ster ;sn st E SEB 


a = asiy 
ait, = Azz» Sb = £,5,, 
af, =a’, 5,0, = Ee 


要 用 数学 归纳 法 证 明 在 (aS' UdS) OB pRa Qod OL. 

由 上 述 讨论 知 ,可 假定 x 之 2, 且 sost 都 不 是 1， 

首先 假定 S 不 含 零 元 . 此 时 对 任意 x ES 有 zxS 二 x5', 对 于 等 
sR sh = bs,， 利 用 定理 4.5.2 AFE ESS NAS 一 5 12,5, 
6" © B, ARR sib = hb, = zb". 所 以 5S N AS AS. BARBI A sS 
=4S, AT t E 5S1, 由 前 面 的 讨论 即 知 结论 成 立 ， 

TRS 带 有 零 元 . 如 果 s.5' 间 45'1 关 (0} ,那么 E sS, A 
结论 成 立 , 如 果 sS! A SA {0}, 则 类 似 的 讨论 即 可 完成 证 明 . 下 
H 5,S' (1) AS! =s,8' N tS = {0}, 由 定理 4. 5.2 知 存在 ai,pBi,a,， 
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Ba E S.c5¢, € B, IEI sie = 4,8. =0=s,0, = baha oS = tb, 一 
0c58,5, = Eb = Oca 因为 4 = a,5,,5,6 = sace 所 以 由 引 理 3. 1 知 
E aS OB pHa =a Rac AEE dS OBRA a OH = 
a Q Bree. 从 上 述 等 式 组 容易 得 知 05 二 06! FAIL Oc = Osib = 06 = 
0 = 01,4’ = 0c,. X aa, = as =a0=a0=a0=a0 = atp, 
= a' Pn UES U a'S') @ BPA 
aQ b =a Qac = aa, Oe = a0 We =a Qc 
=a Q 0c, = a0 Q) c, = a'n Q Cn 
=a’ Q Bic. = a’ OP’. Uf 
推论 3.8 设 $S 是 完全 (0-) 单 半 群 , 则 任意 弱 平坦 5'- 系 是 平 
坦 的 . 
定理 3.9 设 S 是 交换 乏 半 和 群 , 且 其 所 有 主 理想 形成 链 , 则 任 
Ba Tid S- 系 是 平坦 的 . 
WBA BRS PIS 系 ,A REG S- Raa € Ab, 
BEB, EAQBPRaOb=a Ob WHE aa, E Arbas 
‘bs © BySistiy* Sat, © SEG 


a= Qi5l， 

aiti = asz, sió = hibzs 
aiibi = disis $b = bibi 
a;b; = Qis Siti o 56; = ti415 
Ci 二 [在 +1 = iradit2s Sit bin, = tribirss 
At, = a’, San = Epb 


对 n 用 数学 归纳 法 证 明 在 (aS Ud’ SOB PH a@Qb=a' OH. 
n= 1 时 ,由 引 理 3. 2 知 结论 成 立 . 
BnR. 为 了 方便 起 见 , 令 ao 一 ayeoi =a’ +O = b,b,- =f » 
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to = 1 ,Sat1 = 1. Rs; € £9, 这 里 i € {lsn = 1}. 如 果 还 有 Sita 
EAS WFE Ty € 5 ,使 得 Si 5 bZ Si = ty. PPV aiibi- = Gsi 
一 05 = 4744841298426, = ty xb, = yxtib; = ytxb; = ysb; = 


ytd = Sin bin, = bitbit A ERER 内 的 等 式 组 可 用 下 面 


的 等 式 组 来 代替; 
aiibi 1 5 lipsita 
Gitltitl = Qi 十 2831 二 29 $21 £0; = t14 18:42. 


所 以 由 归纳 假定 即 知 结论 成 芯 . 

因此 , 当 s € #5 时 ,还 可 以 假定 E sS. A i © seu 
时 ,还 可 假定 Sia E 64.8. 

Be, € 55, 则 由 前 面 讨论 知 结论 成 立 ,. 设 % € 15, 则 由 上 述 
讨论 知 可 以 假定 E 525 ,进而 可 以 假定 s: € 253 ,，…，, 最 后 可 以 很 
E Sn E 45, 所 以 由 前 面 的 讨论 知 结论 成 立 . i 

定理 3. 10 KS BAKA RH S- 系 是 
平坦 的 . 

证 明 ” 设 B= S28 是 循环 的 弱 平 坦 $S- 系 ,4 是 任意 右 S- 系 ， 
asd E A, AQB EPA aQ’ =a WBS. AFUE GS U aS) 
QBPHRaQs=a' SOMA. Hew 4. 1.2 AFE aa E 
Ay; sbin, E SS, 使 得 


a = Ass 
ab, = 42895 sb = tib, 
anin =a’, 5,0 = tb. 


对 于 任意 :6E 们 ,…,n), 由 定理 4. 5.2 知 存在 ww,8 ES ,使 得 sa 一 
iB 是 党 一 纪 一 58 一 85 令 让 一 1 一 Lao =’. 下面 
对 ; 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 论断 : 
对 任意 i€ (eee) aie ssin Bir, E aS HE aS @ Sb PH 
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ais: Bj Wb = 44.54 18178, 区 b. 
H i= 1. H} a= as sib = s Cab), 所 以 由 引 理 3. 1 WHE aS 
的 556 中 有 a 的 5 =a ab. BR,a,s.8, = atip 一 asio — aa, E 
a5, 所 以 在 aS O Sb 中 有 
asd Qb=aQb=aWab 
一 aisiol Qb = a,5,8, & k. 
因 asin Bie Be = alihi), Gi BeBe = 
Br Bsa = By Bis 1 G48 = (5418 pab, PE IEE 3. 1 
知 在 4415141817 BS @ Sb 中 有 
aitsi Pi B Ob = ai 84 Bie BO Grid, 
又 Qi Sie Breer BiG, = A SiGe bien k = Gis tier pinh A = 
QitzsitzB1…BiBi+1s 所 以 由 归纳 假定 即 知 结论 成 立 . 
因此 ,在 aS Q S56 中 有 
a Q) b =ar: Ob = ++ = a,5,8, Bn- OS 
=4e415n41P4 8, & b= a’ BiB, 的 b. 
同 理 在 aS O Sb 中 有 
a’ @®6 = aa,---a, Q) b. 


因为 
aqta, =S) a, = Atf a 
425,810,009, = 225202700, By 
=at paya 一 = anha By. 
=a! fhn 
所 以 在 (as U a'S) OB PH a@b=a' Ob. A 


3 4 ” 左 绝对 平坦 么 半 群 


定义 4.1 称 么 半 群 5 是 绝对 平坦 的 ,如 果 所 有 S- 系 是 平坦 
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的 . 
设 5 是 群 , 则 由 定理 4. 2.8 知 所 有 S- 系 满足 条 件 (P), 从 而 所 
有 S- 系 是 平坦 的 ,所 以 任意 群 是 左 绝对 平坦 的 . 
如 何 用 元 素 .理想 等 给 出 左 绝对 平坦 勾 半 群 的 特征 刻画 ,至 今 
仍 是 一 个 没有 解决 的 问题 . 本 节 要 证 明 S 是 左 绝对 平坦 的 当 且 仅 
当 任意 有 限 生成 5- 系 是 平坦 的 ,同时 还 要 给 出 左 绝 对 平坦 么 半 群 
HATENA. 
iE n EARED S” 表示 On 个 集合 S 的 卡 氏 积 , 即 
S*®*=SKSxX-XS 
= {C5192 ssnsti ota) [si ot; E S). 
设 US 是 个 生成 元 的 自由 右 5- 系 ,UU Sy, en 十 个 生成 元 
的 自由 左 S- R. 对 任意 a = (Spy 5 stn E SG 
H, = {Carat 082) 900% y (Ze at-lyzese))， 


Ka = (Cyst ye) ptt s (Syn inya) o 


F, = ( DaS) /eH.), 
ati 
G, — ( US») LAK a). 


这 里 PCF,) AK) 分 别 表示 O28 M U Sy, 上 的 由 HK. ERM 
最 小 同 余 . 

一 个 显然 的 事实 是 :在 张 量 积 FOG. 中 有 :Xi @ yu = x 
S: yi = 2, 04 yr = Titi Oy = rs Q ya = = Lasn Oy = Le 
O sn Ya = Ln Oty Yat = Inte © Mra HH r RR r MEHRA. 

定理 4. 2 ”对 于 么 半 群 S$, 以 下 几 条 等 价 ， 

(1) S 是 左 绝对 平坦 的 ; 

(2) 所 有 有 限 生 成 S- 系 是 平坦 的 ; 

(3) 所 有 有 限 表 示 S- 系 是 平坦 的 ; 
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(4) 对 任意 自然 教 任意 a 一 (sret Stites) ES”, 在 
(T1519 U ztS) WG, PETS @ V = Late Q Vote 

证 明 (1) 二 (2) 二 (3)=>(4) 是 显然 的 ,只 需 证 明 (4)=>(1). 

设 A 是 右 S- 系 ,B 是 左 S- 系 ,aya' €A, bb EB, 在 4B 
中 有 a Ob =a Ob. Hew 4.1.2 知 存 在 ayas E A,B, 
ba © Bysystyse Suet, E S EA 


a= aS» 
„aili = zsz» 5,5 = tibss 
at, = a’ > Sabre <a tb. 


A q= (sy pt 2Snoty rt? hq) E S™, 利用 条 件 (4) 知 存在 zist Zn € 
Zs S U Kab ad sz yh, E 人 ea13D19 9 Wm + Um €E S, 使 得 
X51 一 Zit, 了 


Uy 一 gtz, Ul Yi = Uy Wes 


ma 


ZuUn = Talas Um Wa = Um Ynti 
显然 可 以 假定 2ta E {ES Lute}. 
定义 S- RG: Üns AMA: USy, > BA 
elas) = as, YEE (lesn) Vs sS; 
plisy) = sb VIE (2 an} YES， 
ROY) = PGy) = 5, YsES. 
显然 H, C Kerg, K, & Kerg, 所 以 peH) Z Kerg, AKo & 
Kerg. AE p M p ASH S- AEAF > AGG. > B. AA 
和 多 作用 于 等 式 组 (x ) 即 得 
a = as = Aus, 
A Gu = Alur, ub =v, Bw), 
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AiC2n)Ve 一 anin =A, tin BOW) = Ved! 
AA x; © 215, 52ete} AC) E {aya}, = 1,…,m. 因 此 在 
aS Ud OOB PHa Oo = d 的 5. 故 B 是 平坦 的 .从 而 S 是 
左 绝对 平坦 乏 半 群 . 4 

由 第 四 章 § 5 的 结果 可 知 ,所 有 S- 系 是 ( 主 ) 弱 平坦 的 当 且 仅 
当 所 有 循环 S- 系 是 ( 主 ) 弱 平 坦 的 . 但 对 于 平坦 性 ,类 似 的 结果 不 
成 立 , 即 当 所 有 循环 S- 系 都 是 平坦 系 时 ,可 以 有 非 平坦 的 S- 系 存 
在 .为 了 说 明 这 一 点 , 先 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 4.3 设 5 二 U5., 其 中 厂 是 链 ,每 个 ,是 右 零 带 , 则 以 
THREE UM: 

D 所 有 循环 S- 系 是 平坦 的 ; 

(2) Ha PEL 之 8, 则 Ss 中 的 任意 两 个 元 素 在 S。 中 有 下 
Fe 

证 明 DSQ) ia PE Te <Bya.b E Sp. 对 任意 uov 

€5, 以 plu,v) 和 Ausv) 分 别 表 示 S 上 的 由 (u,v) 生成 的 最 小 右 、 
AAR. Bt E So MWE SaD OS Aata) V AG, 中 有 
4 @1=1@=1O4=4@1 =b@1=1Ob=1OH = 
QIE u KR u HER Ce, 为- ÆR Aata) V ACb,16)- 3. 
记 Sw =U Sr Bll Sa 是 5S HARAR. HE S- AE P:S > S/e(e， 


b) Hp) = 5Y s E Sa st © Sa A As) = ea), MW spola, 
byi. 所 以 5 二 t, 或 存在 二 ，…,t CS, (HAG 
s=atisdt = Cote, dt, = E, 
Etid} = lab} i = 11, 设 5 E Si Sa MARIRE t 
ES, HFS: BASH MA s = cit = (citi)ti = 2). A dh 一 
Cita © Sait, E Sas A = (ditt) = diti = cot, = (Caty My = ts. 
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类 似 地 可 以 证 明 忆 = 所 一 … 一 所 一 上 所 以 * 一 二 这 说 明 9 是 单 同 
态 , 因为 S/CAte ,ta) V AC6,t6)) 是 平坦 的 ,所 以 在 Sa OS/ AG, 
ta) V Atb,tb)) HA aQ =06@ 1. 利用 定理 4. 1.2 容 易 证 明 (za， 
tb) E Alata) V ACh, tb). 所 以 ta = th, RH IPIE Sotta Sn E Si (Cri， 
y) E ((a,ta), (btb), Gaa), (tb, b>} ,使 得 


ta = $1X1s 
51i 二 S2723 
Sayn = tÈ. 


记 ta 为 soyo; 则 存在 i € 10,1, on) ,使 得 sy; E Sa N S. BRL 5,9, 
E 5。 是 a 和 65 的 下 界 . 

(2) 二 (1)” 设 S56 是 任意 循环 S- R ARAS- Raad EA, 
在 A 多 S565 中 有 a 的 5 一 a OH, MAF ay 00 san E ApS, sty 90 Sus 
ta € S, 使 得 


a = aas 
aiti = Q352， sb = fib, 
a,t, =a’, 5,0 = tb 


FEX n 利用 数学 归纳 法 证 明 在 (aS U a'S) @ Sb FA a@i =a’ 
Qi. 
n 二 1 时 ,出 等 式 组 
a = (assis 
(as, Jt, = (a's, Ji» sb = 2,6’, 
(a's,)s, = a's), ib = sb, 
adti =a', sb = t,6'. 
即 知 在 (as U a'S) @ Sb PH aWb =a Ob, RHA TSAR 
如 下 证 明 的 : (ast 一 asi = at = a's dy. 
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on > 2. BE 5, E Satisi- E Set, E€ Sa. aS P, 
则 siise taisa E Sg. MAL RE. BTV APE t BR 1G = 1,…， 
n 一 1), 使 得 E Sp Msi E Sp. PI E Sg. AAS AHS, 
所 以 有 
É; = Stso" tEn- St; 
因此 , 若 i = 1, MU a = ay sity syst, Sati = ah sarts E aS U 
aS. iki > 2, 则 
Qf; 一 人 SI E; 1S; Sati 
=ass (hS ti )5 St: 
一 Qi ti tgs ti St Sab 
=a; 5 Chissa; En Spb; 
=a thst; E aS U aS. 
车 si+， E Sa, 则 同样 有 
Qili =;448i41) = Qis ts ;Snsitl 
Ops 15:4 Bis Sitta SaS 
Eas U a'S. 
总 之 ; 当 a 实时 ,存在 i CE 人 和,…,n 一 1). Bat; € aS Uas. 
考虑 等 式 组 


a = ass 
ufl = 好 2329 5,8 = ib, 
at; = Atsi sib = tb 


Ake 一 Aipsa s 


Qitltitl = Bitadipes Sib = 8415, 
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由 归纳 假定 可 知 在 (aS U aS) © Sb PH a Ob = 44154, 的 b= 二 
at; Qb=a' Qb. 

同 理 , 若 6 实 P, 则 结论 亦 成 立 . 因此 假定 < 8,3< 8. 再 不 妨 
Bald. (ER x E Se, Ml xt, 2s, E Sp. 所 以 由 (2) 知 存在 > E Sas 
使 得 yzt = y= yrs, 显然 yz € 5 而 S. 是 右 零 带 , 所 以 (yz)s = 
5. XS, 2GSH A Crt, = tn AIGA sò = yas.6 = yetb = 
yb = yxs,b = yrt,b = (Yat ib = tb. KAFRA 


a= as, 
at, =a', sb = t,b. 
所 以 由 归纳 假定 知 在 (aS U a'S) @ Sh PaQb~a' Ob. 
因此 $6 是 平坦 的 ， A 


下 面 给 出 一 个 所 有 循环 S- 系 者 平坦 但 不 是 左 绝对 平 进 康 半 
群 的 例子 . 

例 4.4 EX = (1125354556) a(i = 1,256), pY, OX 
上 的 映射 ,其 定义 如 下 ， 


alz} =i, YXEe Xi=1,2,.,6, 
12 3 4 5 6 

p= > 
12442 1 
Leaded 

7 一 
1 5 3 35 1 

5 123 4 5 6) 
eos 


iz € 是 x ps 3 fiz Sy, My 5 = {a sg s A3 g Oy Se 3&5 ‘BY 66} 是 

Fs 的 子 么 半 群 . 设 卫 = 10,1,2} 是 链 , 其 序 规定 为 0 之 1 < 之 2. 令 

Sa = {aptyt} S = (8B,7,6),Ss = de) M SoS S AER 
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带 . 容易 验证 S 满足 定理 4. 3 中 的 (2), 所 以 任意 循环 S- 系 是 平坦 
的 . 义 因为 S; 中 的 三 个 元 素 在 S 中 没有 下 界 ,所 以 由 第 六 章 8 4 
的 结果 知 S 不 是 左 绝对 平坦 么 半 群 . 


8$5 循环 系 的 平坦 性 与 条 件 (P) 


这 一 节 以 及 下 两 节 考 虑 循环 $- 系 的 平坦 性 、 强 平坦 性 及 条 件 
(P) 等 性 质 ,主要 目的 是 研究 所 有 循环 平坦 系 满足 条 件 (P)》 的 么 半 
群 以 及 所 有 循环 平坦 系 是 强 平 坦 系 的 么 半 群 . 

命题 5.1 设 了 7 是 $ 的 真 左 理 罩 , 则 S/A AERO) 4AM 
当 jI] =1. 

证 明 若 |17| = 1,0) S/A 盖 S, 所 以 满足 条 件 (P). 

反 过 来 , 设 S/N WERP) R rsy ET, chy. 所 以 由 命 
题 1.1 知 存在 4,v E 5, 使 得 zw = yo, Hud lav. HATES HA 
左 理想 ,所 以 1 因此 z= 1==v; 从 而 xz 二 y 所 以 |7| = 
1. A 

命题 5.2 wres WSA, r) MERAFP) 当 且 仅 当 zz 
= r’ Rr RAR MT. 

证 明 r= 2 MWS/ACz,27) 之 5S, 所 以 满足 条 件 (P). 若 之 
EAP Dm A A,r) = A(1 ,Zz) ;所 以 由 命题 1.3 I S/ACz, 2") 
满足 条 件 (P). 

反之 , S/A W ERIP, As Az’, AW re, 
LO, BDL a 1.1 知 存 在 s,t E S$S, 使 得 xs = at, H Alz, 
zz2)1Azyz2z)t 设 天 1, 则 由 SCzz3)l 可 知 存 在 uw,v E SARI s 
二 wz,1 = ax 所 以 z 是 左 可 道 元 . 设 * — 1, 则 + 尖 1. 同 理由 (zx， 
1 Max 是 左 可 逆 元 . A 
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以 下 考虑 所 有 循环 (平坦 )$- 系 满足 条 件 (P) 的 么 半 群 ,其 主 
要 结果 选 自 [109] 和 [120]. 

定理 5.3 如 下 两 条 等 价 : 

{1) 所 有 循环 S- 系 满足 条 件 (P); 

(2) S ERREFE. 

证 明 《1) 僵 (2) 设 所 有 循环 3$- 系 满足 条 件 (P) , 则 对 任意 
ES 2x =cR rc BAND. 如 果 任 意 zE SHRED MT, 
SBR. 设 z 不 是 左 可 逆 的 , 则 Sz 是 S 的 真 左 理 想 , 因为 8/4s; 满 足 
条 件 (P), 所 以 由 命题 5.1 知 |Szl 二 1, 即 zx 是 S HAST. 

设 I 是 5 的 所 有 右 零 元 构成 的 集合 . 若 I 关 名 , 则 I 是 5 的 左 
理想 .如果 1€7, 则 5 = {1). 设 1 所 I 由 于 SV 为 满足 条 件 (P), 所 
以 由 命题 1.1 知 7) 二 1. 因此 S 包含 唯一 的 右 鹤 元 . 

AG =S — {0), 这 里 0 是 5 HERL. WR G= OMS = 
{1). 设 G 了 多 .对 任意 xz EG,+ 是 5 的 左 可 道 元 , 取 xX,y E G. 如 
果 xy = 0, R} y = rry = r0 二 0, 巴 盾 ,这 里 x' Be HAT. 
所 以 zyEC, 即 如是 $ 的 子 半 群 .因为 1EG, 所 以 C 是 3 的 子 群 . 
设 zEG, 昌 ozEC, 则 0 一 0Crr) 一 (0z)z CGC, FR. Alt ox 
= 0, 即 0 是 5 的 零 元 .所 以 S =G Ù {0}. 

(29>) 车 5S 是 群 , 则 由 定理 4. 2. 8 知 任意 5S- 系 满足 条 件 
(P), 下 设 $S 一 GU {0}, 其 中 G 是 群 . 设 2 是 S$ 上 的 左 同 余 ,;,t E 
S HER sat. BREA GE u,v E S, (E su = tu Hula. Bs t= 
OMR u = v= 1c KOM Ce G. Ru = lear s Mise = 
s = tts = tu, H ual. RM sat Bo = sd = 1. Bs 40, 
采用 类 似 的 证 明 , 因此 由 命题 1.1 即 知 S/A ECP). i 

在 定理 4. 4. 10 中 已 经 证 明了 所 有 循环 5- 系 是 强 平 坦 的 当 且 
M4S= {1} RS = (1,0). 利用 定理 5.3 和 定理 1.5 可 以 给 出 上 
述 结果 的 又 一 证 明 : 设 所 有 循环 S- 系 是 强 平 坦 的 , 则 由 定理 5.3 
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知 5 是 群 或 带 零 群 . 又 所 有 满足 条 件 (P) 的 循环 $- 系 是 强 平坦 的 ， 
所 以 由 定理 1.5 知 对 xz E S FEBRE PG CS oS 
= {1} RS = 人 1,0}). 反 过 来 的 证 明 由 定理 5, 3 和 定理 1. 5 易 得 . 
推论 5.4 5S 是 带 零 群 的 充 要 条 件 是 :所 有 循环 S$- 系 满足 条 
件 (P) ,但 存在 不 满足 条 件 (P) 的 S- 系 . 
证 明 ”由 定理 5. 3 和 定理 4. 2, 8 即 得 . 1 
由 定理 2. 3 知 若 所 有 平坦 S$- 系 满足 条 件 (P), 则 | 五 CS | = 1， 
下 面 证 明 , 若 $ 的 任意 两 个 主 右 理想 有 非 空 的 交 , 且 所 有 循环 平坦 
S- 系 满足 条 件 (P), 则 天 (S) = 11) RH ECS) = {1,0}. 为 此 先 证 明 
定理 5.5 RIBS 的 真 左 理想 , 则 如 下 三 条 是 等 价 的 : 
(1) S/àr 是 平坦 的 ， 
(2) AC) EFH, HS 的 任意 两 个 右 理想 有 非 空 的 交 ， 
(3) Rc el MA zE cl ASHERATHBBAES 
的 交 . 
证 明 ”由 命题 2. 2 即 知 (2) 合 (3). 
《3) 一 (1) 设 4 是 任意 右 S- 系 ,ee € 4 在 4 四 SA 中 有 
aQ@l=a QI BEREGS Ua'S) OSA PEDIS Q 
`T. 由 定理 4. 1.2 AEE aaa E Assy oth eee Sat, E SAE 


a = āsi» 
aty = a525 s =h, 
Agl, = dss $2 = ths (Cx) 
Gat, = a's 二 

对 = 使 用 数学 归纳 法 . 


Bn =1,Ma=a,5,,a' Sates =. FH =, H] a= a, 

所 以 在 (es U a'S) Q S/A PHa@l=a’ OQI ks #t,,Mls,, 

t CL. RUPEE zy CIB Ss, 二 5z = hy AAAS N AS 
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£ 他 ,所 以 存在 “sv E 9 使 得 su 一 tiv， 所 以 有 如 下 的 等 式 组 : 


a = ax 
atuy) = a' (vy), T= uy, 
ay=a', vy = y. 


由 此 即 知 在 (as U a’S) OSA PH a@1 =a' OI. 

nS 2s = t Rs. = t MERA G) 可 以 用 一 个 个 数 
较 少 的 等 式 组 来 代替 ,所 以 由 归纳 假定 即 知 结论 成 立 , 设 5 r, 
H spt, M 5,52, ,ts EI 所 以 存在 X,Y 和 了 使 得 si = sz = 
六。 同样 存在 zi ES ,使 得 sz 一 ha 所 以 aryl = asuy = 
ajtivy = aswy. RAM FOSSA: 


a= aL), 
atuy,) = a,(vy,)> Ti = Uys 
alz = Asas $2UY, = fas 


tense ee ome 


asoy 1; Cauy,§ U d'S) O S/A PF auy Q1 =a 的 1, 所 
以 在 (aS U aS) 的 S/N 中 有 a 的 1 =a O1LKS/A BEIM. - 
(D>) relye Ër = zry WARRE. TR rA 
ay. E S @S/A, PRRA 2 @1=1@Oxr=1@2zy= yQ. A 
于 SA EEN UES U zyS) @ S/A PAOI = yQ 
1. 因此 存在 otros ot, © SEAR 
eS tiS 


XE, = Tozy Si 一 fjs 


Tits = Ls fa = bes 


FEB ry xy yy € {x cy}. BMRB: € {leen} 都 有 :3 =; 
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则 z = rs, = Tt, 一 Lasp = 1,5, = Sty = TY, AA. 所 以 存在 1， 
(EAB s S honts; = tis {B Sai Abs Ms tia E L Alize = x5, 
= ZI 一 … 一 了 去 一 Ti Sin. AF mn E (x zy}, x © al. 

Bid E SHAD RHE Ms E Jat E Jor ET 了 , 则 在 S 
QS/A PH sSOxr=1@sr = 1 Otr = tQ. AA S/A BEM 
的 ,所 以 在 (sS U tS) O S/A PESO = t Or. AMEE a,x, 
-> ,txsUa ES 使 得 


S = Sitis 

SUl 一 S247» UT = Vy, 

SaUn = É, Uy = UT, 
其 中 ss E {sot}. 显然 存在 i 使 得 s; = 5554, = t, PRUA sio; = 
Simti ESS tS GT, A de. Hf 


定理 5.6 RS 的 任意 两 个 右 理想 有 非 空 的 交 . MRA 
环 平坦 S- AW ECP) MM EGS) = {1} 3 ECS) = {1,0}. 

证 明 Ree =e 41M SeBRS HAAR. MEBs € S, 
se = see € seSe, 所 以 由 定理 5.5 MIS /As. 是 平坦 的 ,从 而 由 条 件 知 
S/Ase 清 足 条 件 (P), 由 命题 5. 1 即 知 Sel = 1. 所 以 e 是 5 HAE 
元 . 

RIES 的 所 有 右 零 元 构成 的 集合 .车 1 关 名 , 则 了 是 5 HE 
理想 . 若 1€ 了 则 5 二 {1), 故 E(S) = {1). 设 1 了 ,对 任意 e EE 
7, 显 然 有 e Cel ,所 以 由 定理 5.5 知 S/N 是 平坦 的 ,从 而 满足 条 件 
(P). 由 命题 5. 1 即 知 Z| = 1, 即 S 具有 唯一 的 右 零 元 ,所 以 8 S 
有 零 元 . 

如 上 的 证 明 表 明 , Fe =e Al, Me =0. 所 以 ES) = 
{1,0}. if 

fAS.7 考虑 例 2.7 PEKLE S AAS 是 交换 么 半 
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群 ,所 以 S 的 任意 两 个 右 理想 有 非 空 的 交 . 由 例 2. 7 知 存在 $ 的 真 
左 理想 J, 使 得 对 任意 7 EJ,jE jJ. 所 以 由 定理 5.5 知 S/ 为 是 平 
HÉJ. {BE S/A 不 满足 条 件 (P). 否则 ,由 命题 5.1 知 | 了 | 三 1, 所 以 了 
中 的 唯一 元 素 是 医 等 元 . 而 由 例 2.7 ES] = 1, 所 以 了 一 5， 
与 了 是 真 左 理想 的 条 件 了 矛盾 ， 

这 个 例子 说 明 从 条 件 (ECS) | = 1 不 仅 推 不 出 所 有 平坦 S- 系 
满足 条 件 (P) ,而 且 也 推 不 出 所 有 循环 平坦 S- 系 满足 条 件 (P). 所 
以 定理 5. 6 的 闭 不 成 立 . 

命题 5.8 RS 的 任意 两 个 右 理想 有 非 空 的 交 . 如 果 任 意 循 
环 平坦 S- 系 满足 条 件 (P), 则 对 于 5 的 任意 真 左 理想 A | 了 | > 
1; 则 存在 i EJ 一 并. 

证 明 RJ AA J) > 1. 如果 对 任意 7 EJ 有 jE 
也 , 则 由 定理 5. 5 知 S/N 是 平坦 的 ,从 而 S/A 满足 条 件 (P). 所 以 
由 命题 5.1 知 | 了 | = 1. 矛盾. AN 

定理 5.9 KS 的 任意 两 个 右 理想 有 非 空 的 交 , 则 如 下 几 条 
是 等 价 的 ， 

DS=NRS=NU (0). KEN 是 左 可 消 么 半 群 ; 

(2) S 是 右 PP 么 半 群 上 且 所 有 循环 平坦 S- AWERO); 

(3) S 是 右 PP 么 半 群 且 所 有 循环 能 平坦 S- 系 满足 条 件 (P); 

(4) 9 是 右 PP 么 半 群 , 且 对 任意 真 诺 理想 7, 车 171 > 1, 则 存 
HIE T— jj; 

(5) S 是 右 PSF 勾 半 群 且 所 有 循环 平坦 S- 系 满足 条 件 (P); 

(6) S24 PSF 么 半 群 且 所 有 循环 弱 平坦 S- 系 满足 条 件 (P); 

(7) S 是 右 PSF 乏 半 群 , 且 对 任意 真 左 理想 了, 若 | 了 | > 1, 则 
FEF ET — jd. 

证 明 =4) FS 是 左 可 消 么 半 群 , 则 由 定理 2.9 知 3 
是 右 PP 的. 设 了 是 S 的 真 左 理想 ,上 且 J| > 1. 对 任意 7 EV, 若 j 

+ 188 ， 


E H WFE F CJR) = 六 .利用 S$ 的 左 可 消 性 中 知 77 二 1， 
Mit’ = S.A. RFE I H. 

设 S= NU 0)}, 其 中 X 是 左 可 消 么 半 群 . 显然 对 任意 6 关 zx 
ES, 有 zs 一 3 所 以 3 是 右 PP 么 半 群 . 设 了 是 真 左 理想 且 | 7| > 
1. 取 7E 了 7 但 7 天 0. 若 六 E J MEY EJ IE] = 77. BR 
770K = 1, AJ = 5. Fi. as eC I — i. 

WS A PP 么 半 群 是 右 PSF 么 半 群 . 

(7) 过 (6) ”首先 证 明 当 (7) 成 立时 , HA ECS) = (1) 或 
E(S) = {1,0}. W1 Æe € ELS), 则 Se 是 S 的 真 左 理想 ,因为 对 任 
意 s E SẸ se = see € seSe, 所 以 由 (7) M Se] = 1, 故 2 是 S$ 的 右 
零 元 , 设 1 是 S 的 所 有 右 零 元 构成 的 集合 , 则 I 是 S 的 左 理想 . 若 1 
€ 1, 则 S = {1}, 从 而 C5) = (1). 设 1 人 1, 则 了 蚌 真 左 理想 . 显 
然 对 任意 e ET 有 e € el ,所 以 由 (7) 知 iT| = 1. US 含有 唯 
一 的 右 零 元 , 易 知 唯一 的 右 零 元 是 S 的 零 元 ,所 以 e 一 0. 故 五 (3)》 
= {1,0}. 

RAS LWA AR, A S/A RSPR S- 系 .要 证 明 5/4 满 足 
条 件 (P). 设 z,y ES, bb E SAME xb = yb. AE PRO 

Gi) «404 y. 因为 S/4 是 弱 平 坦 的 ,所 以 由 定理 4. 5.5 知 存 
E b" E S/A, x yuv ES 使 得 

和 一 TH = YU, TT, = Ye 
ub = rb wb = yb". 
A S 是 右 PSF 么 半 群 ,所 以 由 定理 4. 4.13 知 工 是 左 半 可 消 元 . 
因此 由 x = zz MFE z E 5S, 使 得 x = xz1,z1 一 zu. 显然 = 也 
是 左 半 可 消 元 ,所 以 存在 z: € 9 ,使 得 = = zzz 一 zu. 继续 上 
述 过 程 就 可 得 到 无 穷 元 素 链 zi ,z*，… ,满足 
Zi 一 ZZi o = Zo T= lye. 
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te AAS = USx.. 对 任意 jE J j= se HPs E S. RL j = sz 
= szzi © jJ. ERRA | 了 | = 1 RI =S. OR || = 1, 
= zz € J Æ SHEF. MU r € ES), Asc AOU 2 = 1， 
Mitt S = J = {1}, BREE S- AMER P). WEJ = SME 
EEY n ME 5, 使 得 tz. 一 1 因此 zh = lee = tee = 
tz, 二 1; 从 而 x 二 1, 
类 似 的 方法 可 以 证 明 % = 1, 所 以 有 
b= qib", = yb", Ezt = yn. 

Gi) z= y = 0. {b = sI, b =. 46" = ir sy = t, 
Wb = z,b", b = yb" rr = 0 = yy. 

Gii) z Æ 0, y = 0. Rt zb = yo’ = 0. 设 6 二 t. 则 在 S@S/A 
HA rO = Q0. AA S/A ERPE AAE cS O S/A pA 
2QOt= 7 OO. AME 5,157 Set, E Sw 5/4, 使 
得 


t= 53, Wi» 
TS, = Ths 丰 Wi = $2 Was 
TS, = Xbos fy W, = $3 W3» 
LS, = Tins t, W, = 0 


因为 x 是 左 半 可 消 元 ,所 以 由 zs; = xt, 知 存在 2, € 5 ,使 得 zis; = 
Rtt = zz.. 利用 上 面 类 似 的 方法 可 以 证 明 

Sy = byrsa = bor 一 
因此 ， 


b =t = sw = f W = Sp Wy = = Sa Wy 


4 p" = &' sT = 0y — 1, Ry IX, 一 0 一 VY) ‚ó = xb”, b' = yo". 
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(iv) 工 =0,y 关 0. 此 时 的 证 明和 (iii) 类 似 ， 

因此 S/A 满足 条 件 (P). 

(6) 二 (5) 显然. 

>d) 由 命题 5. 8 知 对 任意 真 左 理想 7, 若 | 了 | > 1, 则 
存在 7E J — 条. 类似 于 (7) 一 (6) 的 证 明 可 知 ECS) = {1} 或 
ECS) = {1,0}. 8 ECS) = (1). MER r,s E SH xs = zt, Sl 
ASF (7) (6) 的 证 明 可 得 s = zt. 所 以 S 是 左 可 消 的 . 

设 ECS) = {1,0}, 则 0 是 非 左 可 消 元 . 设 4 也 是 非 左 可 消 元 ， 
则 存在 z,y E 5, 使 得 dx = dy (Hz Æ y. BAS it PSF 的 ,所 
VA d 是 左 半 可 消 元 . 若 4 A 0, 则 类 似 于 (7) 寺 06) 的 证 明 即 可 得 z 
= y, Á. 所 以 d = 0. 这 说 明 '$ 含有 唯一 的 非 左 可 消 元 0. 

&N=S— {0}, Rasy EN 满足 xy = 0,0 cy = x0 得 
¥ = 0, FR. 所 以 zy 天 0. 这 说 明太 是 $ 的 子 半 群 .显然 N 是 左 可 
消 么 半 群 旦 5 =N U {0). 

(3)>(2) ER. 

(2)=>(4) 由 命题 5.8 即 得 . 

(4)=>(3) BMAF C7) > (6) 的 证 明 即 可 ， | A 

下 面 的 引 理 要 多 次 使 用 ,其 证 明 可 参看 [39]. 

引 理 5.10 RAES EHEER M 3$/4 是 平坦 的 当 且 仅 当 
WS 上 的 任意 右 同 余 po, 任 意 z,oE 5, 若 wu(AVY ov MAES, 
t E S, usput, Hs V pudl tA V pv)1, 这 里 pu 是 如 下 定义 
的 有 同 余 ， 


r(pulySurpuy. 


86 ”循环 平坦 系 的 强 平 坦 性 


本 节 研 究 所 有 循环 平坦 S- 系 是 强 平坦 系 的 乏 半 群 ,给 出 了 这 
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类 么 半 群 的 一 个 特征 刻画 . 利用 所 得 结果 还 研究 了 所 有 循环 平坦 
系 满足 条 件 (P) 的 右 PSF 么 半 群 . 本 节 的 一 部 分 内 容 选 自 
Bulman-Fleming 和 Normak 的 论文 [26]， 

先 从 下 面 的 引 理 开始 . 

引 理 6.1 设 S 是 么 半 群 ,ztES, 令 4= Aaw), WIER 
zy E S riy 的 充 要 条 件 是 存在 m,n 之 0, 使 得 cw” = yu" H 

aw E€ St, OXi<im, 
yw E St, ON jn. 

证 明 ”在 S$ 上 定义 关系 9 如 下 :zx9y 当 有 目 仅 当 存 在 mr,n 之 0， 
EB ewe” = yw", H rw E S10 Si<im), yw E SHOR j<n). 
设 rêy, yOz , WEE mon dk SOAP ce" = yw, yo! = zw*, H 
aw yw zw? © St O Ki Lm, AOK pk OS jA max{n,l). 
n >l, WE ra” = yw" = yww" = rwt, HOS CA ze 
E St KRSKj Ak +n li zw = wtw H = yaw = yatt 
E St. ten <L, WAAR ERE. ten = 2 ew” = w. 这 
就 证 明了 关系 8 是 S 上 的 等 价 关系 ， 

显然 86 还 是 S$ 上 的 左 同 余 . 因为 tw +1 =i-w, MUSm=0, 
n=1, W -w =t © St. ARE twit. 所 以 A 性 0. 

反 过 来 , 设 rêy, WFE m,n > 0 AER ce” = ye", H rw’ yw 
E St,0<i<m,0<j<n. (L rw = ut, yw’ = vit, HP u v; € 
SOKI m O Kj <n ME 


TT 


Ut = yur") = yw = v, lw), 


TETTI 
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vt = ye" = yww = v, (tw), 
Ut = yw =u, (tw), 
Vo = Me 
所 以 rhy. 这 说 明 OCA 因此 1 = 6. 结论 随 之 得 证 ， # 

引 理 6.2 Bee EC(S),p 是 S 上 的 右 同 余 ,w EC 5,4= Aew, 
e). WREE RE mnm <n, fiz € SMB cu'pzwiesmai< 
n, 那 么 ,对 任意 y E S, WR yprw MLA V eye”, AXE oy h 
FEMA up yv yup yu. | 

证 明 因为 yp zw"pzw"ep ye UA eye. BR ewhe. 又 
因为 yewp yw ,所 以 ewl yw. 因此 有 1A V oyw. 

En— m = 1, 则 结论 已 证 毕 . Ban = me 2. 此 时 有 
ywpzw" pzu" ep ywe; 所 以 wlp ywedwew(pyu*. 结合 第 一 
段 证 明 的 结果 即 得 1A V py)w’. 

车 一 m= 二 2, 则 结论 已 证 毕 . Hn — m > 2, 则 继续 使 用 上 述 
的 证 明 方 法 即 可 证 明 本 引 理 . A/ 

516-3 ApS EKE ARAR. yr ECS. BIAYV 
PCyr))z, U) cA V Py) zz. 

证 明 设 3oy3S1y 95, E S ,使 得 

lAso Cp yx)siAs2 ss AS, CO yE), 
则 YEE yrs ,yzssp yaz. 所 以 有 
LATS) CP YI TSIATS2 °° TS, ALS, PY XZ, 
Bl 2a V py)xz. Vi 

下 面 的 命题 给 出 了 平坦 循环 S- 系 的 许多 例子 . 

命题 6.4 设 S 是 么 半 群 ,w € S,e € E(S),A=Aew,e), Ml 
S- 系 S/4 是 平坦 的 . 

证 明 设 p 是 S$ 上 的 任意 右 同 余 ,w,v ES, Hu V pow R 
WHE ye 5, 使 得 wrpvy, 且 x NV pu)i yl V Pv)i, 从 而 
由 引 理 5. 10 知 S/4 是 平坦 的 ， 

SO= Ao pM AV p= UM th uA V pu 知 存在 ,使 得 
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uv. Xin D> 0 FR RAE IA EER PEE Lr 0, (BG uw pve sw A 
V ewl, way pr), H 

uwpuwe, Oi 

vwpvwe, OSKj<r. 

设 n = 0, EHK u = v. 可取! 二 + = 二 0. 

设 对 于 x 之 0 上 述 结论 已 成 立 ,假定 wD"+'v, 则 存在 +,y € 5， 
使 得 xB"zAypv. 由 归纳 假定 知 存 在 lr > 0, 使 得 wwip rw’ w'(A 
V pwhi way px)l, Huwpuwe, 0 Si <i, rw prwe di 
r. MF cày, h56. 1 MFE m, p > 0,8 cw" = yw’, Hru, 
ywi E Se,0Si<imo0cj<p. 考虑 下 列 三 种 情形 ; 

(a) r>m. ERA 


uw parw = rww 


= yurw" "pow "TF, 


已 知 当 0 Si <li, uwpuwe, H w (AV Pu)1. 因 为 vp yw yw 
E Se Si < POAT yw’ = yo'e) MUA SIE 6.2 MA 1A V 
pvyw?, LAH vw p yut = cw", Mi rw'prwie(m Si<r), MAB 
引 理 6.2 M10 V plww?))rw ”再 由 引 理 6.3 A wr’ y 
pv)w 7+", 合 起 来 即 得 结论 1(0V pv)w "H, BANSKE 
BS, BA vw’ p yu! © Se, Mill vw’p yu’ = ywepvwe pi 
r—m-+ pif, 
ui? =vw w t o yw w P = rww? 
= rw t paw t tepvwe. 
(b) r= m. EA 
Uw prw = rw” = yw p vw, 

LA V puw, uw puwelO Si <i); X wt (A V PL)1( 同 (a) 的 证 
AA). 对 任意 0 < j < prvw'p yw = yrwep vure, 

(c) r< m. ERA 

uw t = www" "“prww" = cw" = yw pow, 
由 上 面 的 证 明 可 知 有 1(AV puw vw prw'e(O Si< p). HA up 
uw uw puwel Ki <i), HA Ba 6. 20A lA V ewe’. X 
EA uw pcw" rw = rwielr Ki 之 m), 所 以 由 引 理 6.2 知 有 1C4 
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V plaw) yu" FE pa SBE 6. 3 MwA V pz) 所 以 1GV 
p uyw Tt, Bp Fos j<i, Muwpuue, h iLi <m r+ 
LUOS j-ftr<im, P uw = uwuh pow! = rwt 
= rw ‘+t'ep uwie. 

这 就 证 明了 S/4 BFH S- R. A 

推论 6.5 设 由 ES 是 S 的 正则 元 多 = Awe) M S/E 
平坦 系 . 

证 明 ie = tt, 令 e = tt E ECS). 对 任意 左 辣 余 9, 有 

twhiSewdbe , 
所 以 ACrw.t) = Alew,e). 由 命题 6.4 即 得 结论 . OA 
推论 6.6 设 所 有 平坦 循环 S- 系 满足 条 件 (P》, 则 任意 e © 
E(S) 一 {1} 都 是 S 的 左 零 元 . 

证 明 eC E(S);e 关 1,x € 5S. 由 命题 6.4 知 循环 S- 系 
S/ACeze,e) 是 平坦 的 ,所 以 满足 条 件 (P), 因为 exehlexe,e)e, 所 以 
由 命题 1. 1 知 存在 s,t € SAB exes = et, H sACexe,e) 1ACexe.e)t. 

设 s 关 1, 则 存在 4 ,… ,ts E S, 使 得 

1 = tetd) = tast studn = Ss 
这 里 人 ci,d;} = {eze,e), i = 1, n. IA 1 E Se Mie = 1. FR. 
因此 : = 1. 同 理 可 证 上 = 1, 所 以 有 ere =e, 

设 e,f € E(S) — {1}. 由 命题 6.4 知 循环 S- 系 3AACfe, 门 是 
平坦 的 ,从 而 满足 条 件 (P). 因为 feA(fe,f)f, 所 以 由 命题 1.1 知 
存在 u,v E SAH feu = fo, H ul fe, f)1,vaCfe,f1. ERT 
AUT Su A 1 WAL EC Sf 或 者 1 € Se, 即 了 一 1 或 
者 e = i FA 因此 w= 1. 同 理 可 证 v= 1. fe = f. 

设 eE 天 (SS) 一 1 位 ES, 刚 ezr 一 ezrer 即 ez 所 五 (9). XB 
然 ez 天 1. 由 已 证 的 结论 知 有 exre = ex » e = ex. X exe =e, Fv 
ex = e. Fit e Æ S HES. Hf 

引 理 6.7 ABS EWENAAR, S/R FE S- 系 ,e,f 是 
S 的 左 零 元 且 Af Mle = f. 

证 明 因为 eAf, 所 以 由 命题 2.11 知 存在 s,t ES 使 得 es = 
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fe HsaAV ADLA NV AMe AFefBABL MWe =f. A 

下 面 是 本 节 的 主要 结果 . 

定理 6.8 对 于 么 半 群 5, 以 下 几 条 是 等 价 的 : 

(1) 任意 弱 平 坦 循环 左 S- 系 是 投射 的 ; 

(2) 任意 弱 平 坦 循 环 左 5- 系 是 强 平 坦 的 ; 

(3) 任意 平坦 循环 左 S- 系 是 投射 的 ; 

(4) 任意 平坦 循环 左 S- 系 是 强 平 坦 的 ; 

O 任意 zxE Sc AL FERRE BA ES 的 左 零 元 . 
此 时 称 S 为 左 谐 零 么 半 群 , 

证 明 > (3) (4) 和 (1) 一 (2) 一 (4) 都 是 显然 的 . 

(A> (5) ”由 推论 6. 6 知 任意 e € EGS) 一 {1} 都 是 S 的 左 
Bs. 对 于 任意 x € S$, 由 定理 1.5 知 存 在 自然 数 n, 使 得 zx"+! = 
x". PAZ E ECS). Ac 二 1, 则 zz 是 可 道 元 ,所 以 由 zx" 二" 即 
得 z= 二 1. 因 此 ,车 z 关 1, 则 存在 自然 数 n, 使 得 zx" 是 S 的 左 零 元 . 

(5)>(2) ” 设 4 是 S 上 的 左 同 余 ,S/4 是 弱 平 坦 5- 系 .要 证 明 
SA/ 是 强 平坦 的 . 设 x,zES 满 足 zi. 由 命题 2. 11 FEES tt ES, 
使 得 ws = uts A V At V dv)1. $ @ = A> Au, VW = A> Av. 
it mon oR sO 1 A OR DEAE. 考虑 以 下 元 种 
情形 (要 证 明 存在 w E S$, 使 得 ww = vw, H wl): 

(a) m= 1, 此 时 有 s = 1, 因此 x = vt, WR a = 0, 那 么 t= 
1; 从 而 令 吕 = 二 1 即 有 ww = vw H wl. En > 0, WHET yES, 
BW cay(Av)1. Hy 41M vy =v, fy E38, 所 以 存在 2z ,使 
得 y BS 的 左 零 元 . BR v= oy ,所 以 v 也 是 S 的 左 零 元 , 故 有 z 
= v =v. G w = 1 BIF. by =1.ilhe BME Ac 41 
以 存在 i, 使 得 x 是 S 的 左 零 元 , 由 ray = 1 易 得 ril, 故 
ux'dudvavz'. Ti udur 都 是 5S 的 左 零 元 ,所 以 由 引 理 6,7 知 wx 二 
va’, & w = x BPA. 

(b) nn 二 0. 类 似 于 情形 (Ca) 即 可 完成 证 明 . 

(c) m > 0,n > 0. 此 时 存在 Xx,y,z,r © S, {E1 

sO" zhy (dui, 
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zz lzAr (Av)1, 
B u = uyo = vr 如果 y 关 1,7 关 1; 则 存在 ,i 使 得 ,rn 是 
S 的 左 零 元 ,所 以 w = uy v= or hE S WEBI BM us = vt Hl 
Fu =v. G w = 1 BRT. Wy = 1, m ORME cA 1. 所以- 
存在 ,使 得 ct BRB. 由 于 uzdu, or àv, uiv, AU uztoz. 又 
ux’, vat 都 是 左 零 元 ,所 以 wrt = vr, Sw = r Mi wal ww = vw. 
MR r = 1, WAM TEM Ba. 

所 以 由 命题 1.2 5 S- 系 S/4 是 强 平坦 的 . 

(2) 二 (1) KA=A,WS/A=S BR S- R. i S/E F 
SER. AAA RM S/A ROP. Rav E Sue ev 1A 
udv. 由 S/A 的 强 平 井 性 知 存在 s € S, E us = vs, H sàl. BRS 
1. HDS (5) 知 存在 ,使 得 * BS 的 左 零 元 , 显然 ss = 
zs Al. 对 于 不 同 的 zip E Su 关 vruhv: 可 以 得 到 不 同 的 s*, 但 这 
些 +* 都 在 1 所 在 的 和 类 中 ,从 而 由 引 理 6.7 知 这 些 s+* 都 是 相等 的 . 
A e = +, Mij ue = ve, H eùl. & f,S/A> Se MF: 

JCA) = se, YsES. 
E udv i u Æ v, Mh ETE A ue = ve, Bl (uà) = fà). 3K 
说 明 SEREH. 显然 了 是 3- 同 态 . 若 xe = ve, Ml uiue = vedv. 


所 以 还 是 同 构 . 因此 S/A 之 Se 是 投射 的 . H 
定理 6.9 HASH S 的 任意 两 个 主 右 理想 有 非 空 的 交 , 则 
如 下 两 条 是 等 价 的 : 


(1) 所 有 循环 平坦 S- 系 是 强 平坦 的 ; 

(2) S= {1}, KS = N, RE N 是 谐 零 半 群 . 

证 明 M2) 设 所 有 循环 平坦 S- 系 是 强 平坦 的 , 则 由 
定理 6. 8 知 对 于 任意 x CSc Al Pen Ro BS 的 左 零 元 ， 
RSA NMS PHREA-THS re. Bre S— {1}, WA {sz} 
= 2"S. X {e) =eS, ft cS N eS Æ Ø, A a =e, ATi ze = xz" 
= r'r = r" = e, Me Æ S PHB. MUS = N',N 是 谐 零 半 群 . 

(2) 一 (1) 由 定理 6. 8 即 得 结论 . M 

利用 本 节 前 面 得 到 的 结论 , 很 容易 证 明 下 述 定理 中 的 
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MSOC S BA PP 么 半 群 旦 所 有 循环 平坦 S- 系 满 足 条 件 
(P),x E S, 则 存在 e € EC(5), 使 得 ze = r, HEB 5.2 ESE 
as = at, fies = et. MRe = 二 1, 则 工 是 左 可 消 元 .如 果 e 关 1, 则 出 
推论 6.6 Me ES 的 左 零 元 ,所 以 二 = ze OES 的 左 零 元 ). 这 里 
使 用 另外 的 方法 可 证 明 得 更 多 一 些 . 下 述 定 理 是 对 定理 5. 9 的 推 
广 , 其 证 明 方法 部 分 来 自 于 [26], 部 分 来 自 于 [120]， 

定理 6.10 ”对 于 勾 半 群 5, 以 下 几 条 是 等 价 的 : 

(1) S EA PP 的 ,县 任意 循环 平坦 $- 系 满足 条 件 (P); 

(2) S ER PP, AMS Ee S- 系 满足 条 件 (P); 

(3) S EH PSF 的 , 且 任 意 循环 平地 S- 系 满 足 条 件 (P); 

(4) S 是 右 PSF 的 ,上 且 任意 循环 弱 平 二 S- 系 满足 条 件 (P); 

(5) S 中 的 所 有 元 都 是 左 半 可 消 元 ,上 且 对 于 3 的 任意 真 左 理想 
1, 或 存在 4 Cl — af, 或 了 中 的 所 有 元 省 为 左 零 元 ; 

(6) 任意 x E 5 ,x 是 左 零 元 或 左 可 消 元 . 

证 明 (2) (1) => (3) 和 (2) 和 > (4) (3) 都 是 显然 的 ， 

(>) 设 zE 5,z 不 是 左 可 消 元 ,; 则 存在 c,d E 5S, 使 得 
zc = ad Bc Ad. AAS BR PSF 么 半 群 ,所 以 由 定理 4.4.13 知 
HES 的 左 半 可 消 元 ,因此 存在 +, E S, E ac = zd ,zx = rH). 
Zz; 也 是 左 半 可 消 元 ,所 以 由 re = rd 知 存在 zx: ES 使 得 zz 一 
Xid, = TT 痰 续 上 述 过 程 可 知 存在 Zot E S ,使 得 


Le = Xd Li = Fy hiaty i= 1sZo**. 
利用 数学 归纳 法 容易 证 明 
ZT; = Fs i= Ledsees, 


> 
H = (riz z) |i = 1,2,1}. 
IASA) Ah HERS ARERR. TAERA S- S/A 
是 平坦 的 . 
设 p 是 5 的 任意 右 同 余 ,w,v ES, Hu V ode. HERA s, 
上 © S, AGS usput.s(A V Pw)1,tt4 V Pv)1 即 可 . 
Fu = v, MRs =t = 1 Pa. Bue 天 w, 则 存在 ztoypoytyoi， 
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stn U, © SS， 使 得 
U = UAV P U AV P UAU, Dut = V. 
如 果 uo = Vrsti, = Visth stn, = Vn s upv, PELAR s = £ = 1 Bay. 
WE j FN k RL uo = Uos tt yt; 1 = vjs {E uj A Uster F Vartan = 
Diris t te = Va MWA 
u = Uo = Vp u, = UP "PU; Vp tja 
Vip urri = Vig P Uun = UPUnt] = Vv. 
对 于 任意 i € (jro kh ,车 如 A veo MEERE ta yet, € 5, 使 得 
Ui = tacn sinda = bilas tin, Bim, = Vis 
其 中 (cl stts Cin, odin.) E AU H BR ci sda} = {zpx zp} 
{cim sdim } = (La X Te) Wri = max {Disg}. Fen = Ep T W) zt 
S by X41 = talp EE, 41) = ty Tye = ty = tj 若 cn = Tp,» M 
Urey = Elana = Tp +1 = tarp, = tata = tn BZA irg 
= u; A vry = v Ar = max{r +1|7 Siskin, Euh W 
容易 证 明 对 任意 u + vo H 
Ui, = Uis Vik, = Uj 

继续 设 wi A vai € (js kh}. Abs Bey = zz, ac 
= beat = by Ky eK = byt, T? = tada? = tatit’. 车 cn = Xp,» Nl 
UL? = tly? = tyap 2 = tndnz = tacent. 用 数学 归纳 法 容易 证 明 
存在 自然 数 w ,8 EAR uc = vie, BIR u = vis | LW ape 仍 

a k 
存在 . 令 = = ak = DB WA 
sis apa ae = ujt = Ux ia 
Syri = e = ort 
=t, L PVT. 
所 以 车 令 = r,r t = cx? MM usp ot. RAW rAr, PEVA 2,2? = 
LLL = HAL) 一 (7TZ)zZ)Azzz 一 ThAz 类 似 地 可 以 证 明 
apc Ax,, Ell saz. 而 ux, pur = upu, PRL z. Cpu)l, AT sC V 
pu)l. PERHE CA V Pv)1, 因此 S/4 是 平坦 的 . 
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由 条 件 即 知 SA 满足 条 件 (P). 所 以 由 命题 1. 1 知 存在 :,t E 
S, (BS rizs = xt, H sAlae. 设 s 关 1 由 于 s41, 所 以 存在 t,t 万 
5, 使 得 

S = trotid! = Legere stad, = l, 
其 中 Cd) CHUA? i=1, yn. Hd, = L£, A) £i = l t Tips 
= tribe Xin) = hntr = te ahd = lM =a FB. Fad, 
= 20,0) td ti, = 1,041 = 42; = od, = 1,4 S c= 
d. FE. 因此 s = 1. 同 理 可 证 ! = 1. 所 以 有 zx = 2, 因此， 
X = LL, = TLE, 

即 工 是 正则 元 ,所 以 az ERRI Brix = 1, Wh xe = zd 即 得 
< 一 d 矛 盾 , 所 以 zz 天 1. 由 推论 6.6 知 zz 是 3 的 左 零 元 ,所 以 
x= rrtt 是 左 零 元 ， 

《6)=>(5) Bust E SH Eus = ut. He BS 的 左 可 消 元 ， 
Ws = z A uS 的 左 零 元 ; 则 ws 二 utsuu = u. Y u E SKE 
半 可 消 元 . 

设 了 是 3 的 任意 真 左 理 想 . 若 < E 了 不 是 S 的 左 零 元 , 则 a 必 
是 S 的 左 可 消 元 . 如果 a E al, RALE 1, FE. 所 以 a Cl —al. 

(5) 过 (4) BAS 中 的 所 有 元 都 是 左 半 可 消 元 ,所 以 由 定理 
4.4.13 知 S 是 右 PSF 么 半 群 . 设 * 是 S 上 的 左 同 余 ,S/4 是 弱 平 坦 
S- #6, E S/à,x,y € S, ÑE rb = yb’, Bs ES,5ES/A, 
使 得 rs = yt, H b = sb", b = th". 

因为 S 内 是 弱 平 坦 的 ,所 以 由 定理 4.5.5 知 存在 zzyo E 
Sb," ES 使 得 


x= Tt, ub = zh”, 

y= w, vb = yib”, 

TL, = YY 
考虑 如 下 四 种 情形 ; 


(i) Ty 都 是 左 等 元 . Rb =s, t = til. Ab =T,s = $ i= 
tis Wl 2s = z = zz, = yy = y = wt, H b = 5b", = tb". 
Gi) Z 不 是 左 零 元 ,> 是 左 零 元 ， 此 于 由 TL, YY 得 > = 22x). 
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在 张 量 积 $ OSAP, Qb =N= W' =y OU = 
rzi QE 一 工 因 zz. 由 于 SA/4 是 弱 平 坦 的 ,所 以 在 xS © S/A PR 
z Sob = XO xb’. 故 存 在 入 ，… ,如 E SÀ, si ti Sn ote E S, {#13 


b= Sibis 
TS, = Tijs tib = Sob, , 
TS: = tte, tb, = $5035 
ES, == zf， tb, = Db. 


AA 工 是 左 半 可 消 元 ,所 以 由 rs, = zt, 知 存在 r, ES ,使 得 risl 一 
nto = x. 因此 ors, = art. 再 利用 工 的 左 半 可 消 性 得 知 存在 
rs ES 使 得 raris: = ror yt, ar, = x. PELA res, = renters, 一 
rte ary, = ar, = 2. 类 似 的 讨论 可 以 证 明 存 在 ES， 使 得 
T = LU, 6S; = ts E5 Yn. | 
因为 «也 是 左 半 可 消 元 ,所 以 同上 类 似 的 证 明 可 知 存在 w: E 5 ,使 
JẸ ujur = uy sugs; = uti 二 lyen, 继续 上 述 过 程 可 知 存 在 S 中 
的 元 素 Uy Uz ，,… ,使 得 
Un = Uju 一 uty Lisa j=l. 
QI =U Su, M ES 的 左 理想 ,对 任意 a E 1, 存在 YE S ,使 得 
a= y'uj Ma = yu; = Yui = ujt 因此 由 条 件 (5) 知 了 中 
的 元 素 皆 为 左 零 元 ,或 了 = S. REME M u E 7 是 左 零 元 ,所 以 
zx 二 zu 也 是 左 零 元 ,和 不 是 左 零 元 的 假设 条 件 艺 盾 . 因此 必 有 1 
= S, 故 存在 7 和 > ES, 使 得 1 = zu, MIA 
Uji = l ut = ZU, = Zu; = 1. 
故 有 
中 一 而 f= 1,2 0n. 
所 以 
b= sib = hib = sb = "= sb, = tb, = Xb. 
46" = b's 2,,t = 1, b = wb = rs = xx, = y = yt. 
GD r 是 左 零 元 ,y 不 是 左 零 元 . RUF OD. 
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(wi zy 都 不 是 左 零 元 .3 中 没有 左 零 元 时 也 属于 此 种 情形 . 

因为 + 是 左 半 可 消 元 ,所 以 由 zu 二 x+ 知 存在 Tt E 5, 使 得 xx 
= 2,22, = x. ARPE x, © S ,使 得 xzw = trr = 2). REF 
去 可 找到 22.0 E S, 使 得 

Lit 5 TEL = Ber FE = lye, 
JRF EAE A BY FY te = 1. 同 理 可 证 v= 二 1, 所 以 6 = rh”, 
b = yd" rr = yy. 

这 即 证 明了 SAA 满足 条 件 (P). 

(4) 二 (2) 设 5 是 右 PSF 的 , 旦 任意 循环 弱 平 坦 S- 系 满足 条 
件 (P), 则 由 (4) 汪 (3) 全 (6)》 可 知 5 中 的 任意 元 是 左 零 元 或 左 可 
消 元 . 由 此 即 知 5 是 右 PP 勾 半 群 . HW 

容易 看 出 ,定理 5.9 是 定理 5.10 的 直接 推论 . 除 此 以 外 还 有 

推论 6.11 对 于 乏 群 5, 以 下 三 条 是 等 价 的 : 

(1) Ë rE 5, 若 Xx 关 1, 则 zz 是 5 的 左 零 元 ( 即 S = Ni', 其 
HON EAFF, 

(2) 3 是 有 PSF( 或 右 PP) 的 , 虽 任 意 循环 平坦 左 S- 系 是 强 平 
Ja; 
(3) S 是 右 PSF( 或 右 PP》 的 , 且 任意 循环 弱 平 坦 左 3- REM 
FHH. 

证 明 ”由 定理 1.5 知 任意 循环 的 满足 条 件 (P) 的 5- 系 是 强 
平井 的 当 生 仅 当 对 任意 x CS. ATER Re RB = r". 所 以 
由 定理 6. 10 即 得 本 推论 . i 

定义 6.12 设 §S 是 么 半 群 ,x € 3, 称 工 是 $ 中 的 链 元 ,如 果 
存在 ziyzz,… © S, 使 得 

XL) = KT = Gt, Flot = 1,29. 


We € E(S) 一 (1), Re BS 的 链 元 ,反之 , 链 元 可 以 不 


Fee Soc. 例如 , 设 . 

S = (xorTisTer a iT = Tait = Tt = 0,1.) U {1}, 
则 20.21.2207 都 是 S 中 的 链 元 ,但 CS) = (1). WE BETES 
元 的 真 推广 . 
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下 面 的 推论 是 对 推论 6.6 的 推广 

推论 6.13 设 任 意 循 环 平坦 S- 系 满足 条 件 (P), 则 S 中 的 链 
THA S HABIT. 

证 明 ”由 定理 6. 10 的 证 明 即 得 . » 

考虑 如 下 三 个 条 件 ， 

C) 所 有 循环 平坦 S- 系 满足 条 件 (P); 

(2) S 的 所 有 链 元 都 是 左 零 元 ; 

D S 的 所 有 不 等 于 1 的 篆 等 元 是 左 零 元 ， 

WE O) > (2) 过 (3). 但 其 道 都 不 成 立 . 可 见 以 下 两 例 : 

例 6.14 令 8 王 (zt 一 五 一 TUE 二 0, 
1,-**> U {1} ,由 S 满足 条 件 (3). 因为 TTo Ea Tı :所 以 Tı REALE 
元 .但 z 是 链 元 ,所 以 S 不 满足 (2). 

例 6.15 $ S= (rylry = r = yr) U (13,4 = AG, 2’) 
VAG, y) Dill ea Bil 2. 12 AS /A REF S- 系 , 但 不 满足 条 件 (P). 容 
易 证 明 对 于 a,b E S,a = ab = 1. 所 以 5 中 没有 链 元 ， 

由 定理 2. 9 知 若 S 是 右 PP 乏 半 群 , 则 任意 平坦 5- 系 满足 条 件 
P) HHRH SEETHA AR h ER 6.10 MES 是 右 
PPCRRA PSF) 么 半 群 , 则 任意 平坦 循环 S- 系 满足 条 件 (P) 当 且 仅 
HEE r E S, 是 左 零 元 或 左 可 消 元 . 下面 给 出 一 个 例子 说 明定 
理 2. 9 和 定理 6. 10 中 的 条 件 “S 是 右 PP ABR A PSF 么 半 群 ” 
不 能 去 掉 . 这 个 例子 同时 也 说 明 , 离 完全 刻 夯 所 有 平坦 系 满足 条 件 
(P)( 或 所 有 平坦 循环 系 满足 条 件 (P)) 的 么 半 群 还 很 远 . 

例 6.16 WS = (zx,ylzy = zys =») U (1), 则 显然 有 
ay =a" ya" = y, 容易 看 出 EC(S) = 二 {1}, 且 S 中 的 任意 元 
Ra hatl ia REETTA. MAS 不 是 右 PP 勾 半 群 ,下 面 
将 要 证 明和 任意 弱 平 坦 S- 系 都 满足 条 件 (P) ,所 以 由 定理 6. 10 可 知 
S 也 不 是 右 PSF 么 半 群 . 注意 到 5S 是 右 可 消 么 半 群 . 

设 AERE S- AHH A MRRP). Raa’ € As, 
t ES 满足 sa = ta., FEFE uv E S,a" € AEB su = wa = 
ua”, a! = va”. As=1,MSe=—t,v=1le 二 a' Ha. 4t=1, 
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则 令 =1.v=s,a" = a BIR. is E cr) © (y) MWA za, = 
xa) XB aa CAAMES@ANA c Qa, =yWa’. AF 
A esp F i PUES U yS DS HbA zs Wa = ya 
BUFF TE Sihi tt sSu5tn E Sid, ,bE 4, 使 得 


a, = 5,b, 
XS, = Zt)» tb, = sabz» 
ZnSe = Vas bba = ay, 


其 中 zE {ry} i = Darran, 所 以 存在 i， 使 得 z; = T, Zii = He 
因此 zs; = zit; € 25 n y5. X rS N yS 一 好 矛盾 . 同 理 ， 车 
s E tyit E (+), 则 同样 得 出 矛盾 ,所 以 有 s,t EE (2), RAs, t 
E (y). 

不 失 一 般 性 , 设 *, tE) RUG ra = ra. 不 妨 假定 1 所 所 
LUES QAFE t Oa = r Qa. hF ARREK , AeA 
EXSQA PA ct Qa = r Qa. WE a; E Ais, t; E Sik, > 
,使 得 


a = xfias, 
a’xh = Tr, x724, = L5taz 
XX = kst toy 一 33G3 ， 
de o O ia 
as, = Tt, ia, = a’, 


这 里 pom 2 052: Trt € (2,9). Hn = 1, WE RI. Bu > 
L. 因为 zgzai = x 和 as, 所 以 和 前 一 段 的 证 明 类 似 地 可 知 x, = x. 
B pi = 0, atch) = try WR ke Sk Alm, 二 0. 所 以 前 
述 等 式 组 的 长 度 可 以 减 小 ,从 而 可 以 利用 归纳 假定 . 因此 可 设 p， 
> 0. Em, 一 0, 则 有 
Trt = st tā; = $a, 
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ahs, = tp, ta =a’, 
所 以 等 式 组 的 长 度 也 可 减 小 . 车 p = 0, 则 有 相同 的 结论 . 所 以 可 
设 Mz, fp, > 0. 
设 za = zs = r, R r"a, = zra ANU ya, = 
y raz 事实 上 ， H za, = xa, RA 的 弱 平坦 性 可 知 存在 Sioh ttts 
Sasia © Sq ,qn > min {mzs p2) ,使 得 


a, 一 3IC19 
ZS, = LL), tt = 3S2C29 
aims, = Trt t,C, = Ags 


其 中 cs € 4. 由 此 容易 得 到 ys = yt) y+ a5, = yt, 所 
ATES @Q APR y Qa, = y Qar A ya, = yraz 司 理 若 
T: = 2, = y ME yha, = ya, Mil xa, = rra. 
因此 从 rra, = cha, 可 得 条 ?ai = rfar N rieh = rix (A 
H k+ pi 二 k t m) MUA 
a = rha = xt fa, = arta, 


$ 一 bk 
= zp tria, = rft "a, 


Tt = ght = jz = zt. 


a = ahat tars 
atatt — žst, tzaz = Sly, 
was, = Tt ta =a’, 


即 等 式 组 的 长 度 又 可 减 小 ,所 以 由 数学 归纳 法 即 可 完成 证 明 . 


$7 周期 么 半 群 


如 何 给 出 所 有 循环 平坦 S- 系 都 满足 条 件 (P) 的 么 半 群 的 “元 
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素 一 一 理想 ”刻画 ,至 今 仍 是 一 个 未 解决 的 问题 . 前 两 节 给 出 了 上 
述 向 题 的 部 分 答案 ,例如 当 是 右 PP RRA PSF 么 半 群 时 . 本 节 对 
于 周期 么 半 群 3, 给 出 上 述 问 题 的 答案 . 

FR S 称 为 局 期 半 群 ,如 果 .$ 中 的 元 素 具 有 有 限 阶 , 即 任意 a 
ES,(ay 是 3 的 有 限 子 半 群 ,有 限 半 群 显然 是 周期 半 群 . 

定理 7.1 ES 是 局 期 么 半 群 , 则 以 下 条 件 是 等 价 的 : 

(1》 所 有 循环 平坦 S- 系 满足 条 件 (P); 

(2) 所 有 德 环 弱 平坦 5- Ai ERCP); 

(3) 5S 二 GU N, 这 里 G 是 群 ,N = ØRN 中 的 任意 元 素 都 
ES 中 的 左 谐 零 元 ， 

证 明 (>) 设 1 关 E55, 假定 对 任意 自然 数 n,z* 关 
1. 国 为 S 是 周期 的 ,所 以 (rx) PRES RAW. Rat AL 
以 由 推论 6.6 知 全 是 S HAST. 

设 

G = {z E S| FER RR n ER 2" = 1}. 

对 任意 zy € G, FIE zy € G, 若 不 然 , 则 由 前 面 的 证 明 可 知 存在 
,使 得 (xy)* 是 S 的 左 零 元 . 显然 了 关 1,y 关 1. 所 以 存在 n> l,m 
> LEE = 1,y” 一 1. 为 了 方便 , 记 (xy)? = 1, 则 有 


lr lry(ry)! 


(ay)! ol (ry) = yr 
=y" x" (ry), 

所 以 (zy) 和 :也 是 S 的 左 零 元 . 显然 上 述 过 程 可 以 继续 下 去 . 所 以 

矛盾 . 因此 必 有 zy E G, 即 CG 是 S 的 子 半 群 . 显然 C 还 是 S HER. 

令 N=5 一 CG, 则 S 二 GUN, 这 里 N = OR N 中 的 所 有 
LEAS 中 的 左 谐 零 元 . 

(3) 二 (2) 设 ) 是 S$ 上 上 的 左 同 余 ,S 人 是 弱 平 坦 S- 系 .要 证 明 
S/A RERE). 为 此 , 设 y E S$, 使 得 chy. 

BxcE Gyn, Ame 2.11 知 存在 s,t E SER cs = yt, 
Hs Vy Ada Y åy). HAr EG, MATE ES ERr 
= 1 ,因此 z(Ar)o 当 且 仅 当 z = v. BOR SAL. 又 由 于 >E N, 所 以 zs 
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= y EN MisE N PURER RR RRS ES 的 左 零 元 . 
BRA. Bu ES, GR adv, Ml us"Audvdvs’. X us" us" 都 是 S 中 
的 左 零 元 ,所 以 由 引 理 6. 7 知 us" = vs". 这 说 明 上 映射 S/A > 
Ss", 
fua) = us” (Wu € 5/4) 
是 有 定义 的 . 显然 f 还 是 S- ALA. 设 us" = os", MA udus = 
vsv, Hi u = v, 所 以 了 还 是 单 的 ,从 而 S/c Ss 是 投射 S- 系 ,所 
以 满足 条 件 (P). 
因此 下 面 假设 满足 zy 的 EG 和 ENN 不 存在 . 
AA SARRE S- 系 ,所 以 对 于 zay, 存 在 s,t © SARE zs 
= yi sAV ADJA V 4y)1. 考 虑 如 下 两 种 情形 : 
Gi) zyy E G. EHK sAl At, H zs = yt; 
Gi) x,y € N. FIERA u € S, 使 得 xu = zs H uàl. 
H s(à V Ar)1 可 知 存在 Satt sS- © S ,使 得 
S 一 SÀS (AT) Sass CAT YS por" So 1 (AL) Sen = 1. 
TR S095. "Son-1 中 有 某 个 元 素 在 N 中 . 因为 1 € G, 所 以 存在 j, 使 
得 sj E N sja € G HSCs A xs; = 25,4, Kx = 25,554). 
A ssi E N, ATUL PTE n EB sn ES WABI MI 2 = 
xsi)" 也 是 5 的 左 零 元 . 所 以 此 时 可 令 x = 1. 
TE sorsia tt sS- E G 令 = Sz) Sp 2S dnt Sana) Sor 因为 
Sgi- (Ar) 555 REA 282-1 = Esa H 2 = xsy:5511. BK 
LU = LS 15m2" SS] "So 
= IS pS pa Spn—2°** 52S] S0 
= ESS gS] So = tt 
= TSS] So = TS0 = TS. 
又 因为 sss+, 所 以 sslissa1, 因 此 
u 一 Sap Sag ve5 SoAS ag 1San~ 3 SrA AS m 1s2n_2A1. 
同 理 可 以 证 明 存 在 z ES, 使 得 ye = yt BAL. BFA cu = yo 
H uàlàv. i S/A ERIE. 
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(2) 二 {1) BA. 1 

对 于 非 疝 期 么 半 群 ,定理 7. 1 不 再 成 立 . 这 可 由 下 例 说 明 . 事 
实 上 ,下 例 说 明 的 内 容 更 多 : 当 所 有 能 平坦 8- 系 满足 条 件 (P) 时 ， 
S 中 可 以 有 既 非 可 消 又 非 左 谐 零 的 元 素 . 

例 7.2 BS =<a,y|zy=y = yr) U {1), 则 5 是 交换 么 半 
群 ,之 等 元 只 有 一 个 :1. 

容易 证 明 S = {x™|m=1,2,-°} U {y lne = 1,22} U {1}， 
Hry =y. ERO) 中 的 任意 元 素 都 不 是 左 可 消 元 , 且 不 是 左 
谐 零 元 . 

设 4 是 弱 平 坦 S- 系 ,aya’ E Ass te S, NE sa =a’, 要 证 明 
存在 u,v ES,a"€ ANE su =tv,a = ua’,a’ = va". Rs = 1, 
Qa = ta a’ = 1，a',st = 二 t+* 1, 同 理 若 t = 1 则 结论 也 成 立 , A 
EFs ALLA l. 


因为 8 是 弱 平坦 的 ,所 以 有 
a 二 dl 
SS; = Zabi, ta, = Szäzs 
Z252 == Zales az = Sada 
Rinsa 一 itas bran = a' 9 


IXE 5. tye Spot © Srat a, E AZgay Fu E {sri}, 

设 n=1,Ma=s,, sa! = 12,555, = tt, , PUA RU. Piz 
n> 1. 考 虑 以 王 三 种 情形 ， 

(1)s= xt = rl Gk Si. 

此 时 每 个 = = ch AP, Sk. 显然 下 是 5 的 左 可 消 元 ,所 以 


a = T°} Syaz, 
ry = x*st,, laa = 5303， 
Zssn = thas td, = a’, 
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由 归纳 假定 即 可 得 结论 . 
Gi) s = afat = yk lel. 
如 果 zz = 2°, SU t ZORA As, = t. RU 


a = $â» 
Sse == Zale, zaa = $3035 
ZnS, = tin, ta = a’. 


所 以 可 用 归纳 假定 得 出 结论 . 
因此 设 z = YY. 此 时 由 ss, = zt 可 得 xs = yt. 所 以 肯定 有 
5 = yp Sl ABR y = zy? A y = ty 可 得 如 下 等 式 组 ; 
a = Zs, 
SZS == Zabzs tz = 33G3， 
Zasa = tty An =a’. 
所 以 结论 可 由 归纳 假定 得 出 ， 
Gs= yc = 2 WHERE L. 
GH s = yt = y Se 


此 时 有 
a = zfial, 
é 
yah = yiyi, ya, = xaz, 
yah = yayi, yra, = rhsas, 
点 as —_ 
yeah: = y yp, Vera, = a’, 


其 中 4 © Artis yi E {Ey} mp; > 0,k, k. im, = 0,0 ym = 
1. 所 以 上 述 等 式 组 中 等 式 的 个 数 可 减少 . 若 刀 = 0, 则 同 理 等 式 的 
个 数 可 减少 . 故 设 yy Pp, = 1. 
Wy, = r = y. h yrf = sey BP yeh = yi, Bay = 
x, Wil k = k; + mo {E m D1 ke RIS. APL xy = y, AMA k 
+ pi Sk +m. 因此 ,a = yha, = yetmi ta, = yya = 
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ya yy = yoym, OR 


a= ytt Par, 


y yta = yhy, Pa, = wha, 
op = yy, VC = qa! 5 
由 归纳 假定 即 可 得 结论 ， 


设立 和 xz 都 是 z 或 者 有 某 一 个 是 二 HER ye, = rpa, 及 
已 证 明 的 情形 5iy GD 可 知 存在 a” € Aru ES 使 得 yx 一 
xftv,a, = ua”, a, = va". 所 以 有 


a= xfiue", 


k 
yiatiu = yy wa" = shay, 
Á = — 
yah = y yirs yea, =a’, 


由 归纳 假定 即 可 完成 证 明 . 所 以 4 满足 条 件 (P). 
此 即 证 明了 任意 弱 平坦 9- 系 都 满足 条 件 (P). 


$8 单 循环 系 的 平坦 性 


由 前 几 节 的 讨论 可 知 ,关于 循环 系 的 平坦 性 的 研究 还 远 没 有 
结束 ,例如 尚 不 知道 如 何 刻画 所 有 循环 平坦 系 满足 条 件 (P) BS 
半 群 ,本 节 讨 论 一 类 简单 的 循环 系 的 平坦 性 , 即使 对 这 类 较 简 单 循 
环 系 的 平坦 性 , 仍 有 许多 问题 是 没有 解决 的 . 

本 节 的 主要 结果 选 自 于 [27]. 

定义 8.1 SELER Em S/A) 的 循环 系 叫做 单 
EH A. 

WS =(N,*),4ASA0,2) V 4(1,3), 则 5S/4 不 其 单 循环 

为 了 以 后 的 应 用 , 先 证 明 
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命题 8.2 设 S 是 么 半 群 是 5 上 的 左 间 余 , 则 有 

(1) SA EHH S- 系 当 且 仅 当 存在 uo E S ARB uv = 1,8 
对 任意 r.y E S, ru = yvy; 

(2) SA 是 投射 的 当 且 仅 当 存 在 e € S, fF e, ARE r, 
y ES,TAy>re = ye; 

(3) 5S/4 是 主 弱 平坦 的 当 且 仅 当 对 任意 ww,v,z ES, 若 Tuhrv， 
Nua V Ar)vi 

(4) 5/4 是 指 自 贝 的 当 且 仅 当 对 任意 x,wvE 5 以 及 S 的 任意 左 
可 消 元 c, 若 cuàcv, Wl udv. 

证 明 D PRH S:S SH 

fG) = sv, WsES. 
由 条 件 可 知 了 是 有 定义 的 . 显然 了 是 9- 单 同 态 . 对 任意 上 ES 一 
t-1=tuv = fu). PU SBM, At S/A= S 是 自由 SS- 系 . 

反 过 来 , 设 S/4 是 自由 S- 系 , 则 有 S- 同 构 f:S/4 一 S. 设 f01) 
=vE S, f0) = 二 1, 其 中 ES, Wuv =uf 0) = fu) =1, 且 对 
任意 zy E S, riyaz = yv. 

(2) ” 设 存在 e € SAB cdl H riy>re = ye. 作 映射 了 SA 
一 Se 为 

f(s) =se, Ys Es. 
由 条 件 知 了 是 有 定义 的 .显然 了 是 3S- 满 同 态 . 若 se = te, Ml sise = 
tet ,所 以 S 是 单 的 , 故 朋 S$S- E S/A Se. ARRA e 一 .所 
以 SA 是 投射 的 ， 

反 过 来 , 设 S/4 蚌 投射 的 , 则 自然 满 同 态 o:5 一 SA 是 可 收缩 
的 , 即 存在 S- IAS g:S/A— SRB og 二 1. 设 g(1) 二 e€5, 则 
1 = og(1) = ale) 一 e, 即 ehl. 设 zhy, 则 ze = xg(1) = eG) = 
g(y) = ye) = ye, 

(3) 设 5 人 是 主 弱 平坦 的 ,wyoyz € 5 满足 ruir, i] zu = 
cu, UTES @Q@S/A PR xe Ou = rQ. h S/H E59 FIBER 
RIE eS OSA PH xe Qu = xv. WE 51.01. Sete ES, 
使 得 
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351 = Ths tl Sol, 
LS, = Tips fl =T 
因此 有 
uàs (AT A Às CAT) ,Av, 
Bll u(aA V 4z)u， 


反 过 来 , 设 +€ Suv € SA, ES OSANA rc Qu=2® 
vy Rl xu = xzv, 所 以 cudce. ARAM UAV Aryo. 所 以 存在 5， 
tie Sit, E S, HG 
uds, CATH ÀS CATE AS AT), = v. 


因此 在 xS 多 S/a pA 
zQu=z21@s =2zs,Q1=2t,Q@1=2Qi, 
=1 Q s = =2@s =2s,@1 
=2t,Q@1=21@t,=—2z@v. 
所 以 S/A Jo SP. 


cudcy , Wi cu = cv, PRLI u = v, Bp uiv. 


反 过 来 ,容易 证 明 S/A eR A. Hf 
S/d 是 强 平坦 系 ( 或 平坦 系 , 弱 平坦 系 , 满足 条 件 (P?) 的 等 价 
刻画 已 在 前 几 节 中 出 现 过 . 


设 wE SS, 是 3 的 正则 元 , 则 推论 6. 5 中 已 经 证 明了 5S/Azw， 
t) 是 平坦 S- 系 , 事实 上 有 

定理 8.3 以 下 几 条 是 等 价 的 

(1) SHE we E S,S/AGw,t) 是 平坦 的 ; 

(2) SHE wt E S,S/ACew,t) 是 弱 平 坦 的 ; 

(3) SHER wt E S,S/AGw..) BEB AM, 

(4) S 是 正则 勾 半 群 . 

证 明 ”由 推论 6.5 及 下 面 的 命题 即 得 本 定理 . H 
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命题 8.4 wE SytwHt,A= Aw). Æ S-A S/A E 
ER PHH, MÆ S 的 正则 元 . 

证 明 由 于 ze ,所 以 由 命题 8.2 Mw V l wD = 
Ae Atn 是 使 得 wr1 的 最 小 非 负 整数 . 由 于 tw At TPA nn. 
设 

W = U AU CAE JUAU Un AUn CA), 
Jlj cv, = fuz, tU = tuz, t tv, = t, HXI F udv HSE 6.1 知 存在 
Mis pi > 0, 使 得 uw" = vwt Ki Kn), A 
uw vw E St, OS ko mM OKL p 

W pa > 0l on € St, FELA t = tv, € tSt, Bee EWE. 因此 
设 p, = 0. ERTE = tu, = tuw = tu, oe". WR m, < pnis Tl 
vaw” E St, MATT t E iSt. RI m, > pa- Ab 

E StU, W = to n = ttt, yW a Pet 

Siu, UT Pn a = tu, gtn Pn -1 十 me 一 1。 
如 果 ma — Pao pl << Pao oy WY vs te tm E St. AMEE 
tSt. RL ma 一 Pr + me 这 Pane 所 以 有 
t = tu, pheth hiiti Pane 
ttl, gt a My—1— Poa tea 
一 to。 rom faite Peat nnn, 
继续 上 述 过 程 , 则 有 两 种 可 能 出 现 :t € tSi, 或 者 有 


r 
D im p,) 
t = tyw ', 


RED On 一 p) > py 对 于 第 一 种 情形 ,已 经 没有 什么 可 证 的 
了 . 对 于 第 二 种 情形 ,有 
tmp p tm, 


È 人 mi 一 让 二 
L = tu, wi- WEI 


=ł¢ 
RED On 一 p) 六 0. 下 面 证 明 此 时 仍 有 上 是 正则 元 . 
Bm, > 0, u, € St APL tw = tu, € tSt, Btw = trt,r E 


S, D twe? = txtw = tz (tzt) = (tz)?t. 用 简单 的 数学 归纳 法 可 证 明 
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b 


HAERERE, tu = Ctx)". 令 天 一 5 Oni — p:) +1, W) = tut 


= (ext € tSt, PRA t REN. 

TE m = 0, R tw = tu, = tow" = tuwi. WR p, < m, Wl 
uw’ E St, Mew E tSt. 类 似 于 前 段 的 证 明 可 知 上 是 正则 元 . 设 p 
= mz, Ml 

tw =tuyw™ wh = tyro at? 
tu tei Met Pa, 
WM p, — ma t pa <m Mi] ug? mt? E St Rew € tSt, Mite 
是 正则 元 . Bp. 一 m, + p: S ms, Ml 
tw =tuste™ ws "tt ms = pugi et pa my tt 
rT "tp mt ps 


继续 上 述 过 程 , 则 或 者 上 是 正则 元 ,或 者 有 


这 里 Y (p 一 m,) 六 m, 所 以 


a-l š 


A> CH m) SO. 
i=] 


PA at Dp 一 m) = 0, 从 而 tw = t. FUR. 所 以 上 是 正则 


HW 
iZ tw € S. pe w- EMH. MR re Ar. AS HERE 
可 消 元 ce, 任意 x&E 3S, 若 cz € St, MN udCew,tuw. 

MES 只 含有 一 个 左 可 消 元 1, 则 对 任意 刀 w 和 ES, 若 如 天 寻 ， 
WE w 正则 的 . 事实 上 ,车 w= atr ES, Mu = rtAGw,t)ctw 
= uw. 

设 i 是 S PRES w E Ste At. F cu = rte E 5S, 则 cu 
= rt = zt = cut't, BW u = ut tACew, tut tw = uw. BOE WTG 
z 车 满足 tw Æ t N e 是 z- 正则 的 ， 
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命题 8.5 tw S,twAt, WS/ACw,t) BRE HRSA 
M4 t Æ w- 正则 的 . 

证 明 A= Atw,t). ik S/A ERa BA wor E S, S H 
左 可 消 元 ,cu = xt, M) cu = rtàztw = cuw. 由 命题 8.2 HPA uuw, 
所 以 t 是 w- 正则 的 . 

反 过 来 , 设 上 是 zw- EWA. RE uv E Sic ES MARAT, 
H cxacz. 由 引 理 6.1 知 存 在 m,n > 0, 使 得 curw" = eve", H euw, 
cow E St,0<Si<m0Sj<in BF ce BAH MUA uw” 
= vw". Hm > 0, W) cu E St, BR uduw. Hm > 1, caw € St, 
所 以 uwiuw ,从 而 有 uuw. 继续 上 述 过 程 可 得 uuw”, 同 理 可 得 
vaow". 所 以 uhv, 从 而 由 命题 8,2 知 5/4 是 挠 自由 的 . 4 

推论 8.6 iS SOR CSR SAG.) ERE HRK 
充 要 条 件 是 ;对 5 的 任意 左 可 消 元 c, 任 意 元 xz, 若 cz € St, W u E 
St. 

证 明 Oe = rt E St, W u = ctl?’ tat? = wut. 反 过 来 设 
uAC2? tjut, WBE 6. 1 知 存在 m,n > 0, 使 得 wt"™ = uti", Aout’, 
utti € St,0Si<m O Kj An Hm = OW u= uft E StF 
m> 0;, 则 ww € St 所 以 w € St 4 HAH uA Dut. 

由 命题 8. 5 知 S/4(#?,t) BRA AYA Ht, BR Bee 
正则 的 , 所 以 由 前 段 证 明 的 结果 即 可 知 结论 成 立 ( 若 上 一 妃 , 则 cu 


= qt = zt = cut Pp u = ut € St). if 
命题 8.7 Rw. ES twr A= Aaw), 则 以 下 条 件 是 等 

价 的 : 8 
(1) S/A W ERIP); 


(2) L1, RF tAtwH1; 

(3) A=ACy,1), Hy ES; 

证 明 〈3) 一 (1) 由 命题 3. 1 即 得 ， 

(2) 二 (3)” 设 i521, 则 存在 x E S EH t 二 1. 所 以 由 tw 
即 得 wal. ROK wh MERA tw, 这 里 8 是 S 上 的 任意 包含 
Cw,1) HERA. 所 以 1 一 ACw,1). 
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设 zztrosz1l, 则 存在 g,zE39, 使 得 上 一 togztz 一 1. 所 以 t= 二 
twq = twel+g = twztwq = twzt, 因 此 对 S 上 的 任意 左 同 余 8 
有 

twht=2t61, 
所 以 有 2 = ACzt, 1). 

(1) 二 (2)” 设 SAA 满足 条 和 件 (P). 因 为 tw 不 ,所 以 由 命题 1.1 
知 存 在 ,v5S, 使 得 tzwwu = tv 月 whl1hw, 设 i521 不 成 立 , 即 1 & Se. 
考虑 以 下 三 种 情形 : 

CG) u = 1. 此 时 ta 一 志和 村 .因为 to 天 纪 所 以 羡 关 1 由 引 理 
6.1 UFE m,n > 0B ow" = 1+ uw", How yw E SOSI 
mO<j<nRnx>0W1 Hw E SF. in = 0. Ke ve” 
= 1, Mi m > 0. AR vw! = zt € St. H rtw = vu" = 1 Btw 
一 如 可 得 zz 一 1. 所 以 z = 1 o w" = etre” = ot. AW 1 = ww" 
= vat © St. FIR. 

Gi) v = 1. ER} wu = t Bl. E u A 1. LE 6. 1 TE 
FE m,n PA uw =] ew uw ur E St,0Si<mogjc 
n. 显然 n= 二 0CM 1 E SE). HU m > 0. 1 aw) = zt; 则 ztw = 
1,zt = zltwu) = (ctw)u = u, PL t = twu = twrt, 这 说 明 
tAtw£ l. 

Gii) u Æ 1,0 Æ 1. KIA twu = tu ,udlav. WF ual Al val Fl 
用 引 理 6. 1 5E m pong z0 EB uw" = 1+ wr vw" = 1-0", 
uw ve ww E SOKEL OLIEN OKR LPK 
9. p> 0, 则 1 = w E St FE. ELI p= 0. 同 理 可 证 g = 0. A 
KA uw" =1l=ve’. BR m,n > OGM = 1 Ke = 1). em 
= n, WE tun = tv HGR w” 即 得 ttw = 2, Fg. Rm <n, 
WU t = tew" = twew = teuw"we"" = twluw")w"* = pwa ™. 
ww"! = at, MR) ce = rawe") = CGiwe” = 
(uw ww" wr" 所 以 

1 = vu" = vw = vw"2zt © St, 
FF Is. 
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ARV AREA m >n. f vw = 二 1 及 irvu = tv Rt = t e1 = tvu” 
= twuw", PLS tw" = twew ww" = twuw” = tw, Y uw! = 
xt, Wi) erw 一 itzatom = ctw f ctw = 1 所 以 tw” "一 1, 
Mm — n> 1, W w ETE, Ar A h ztw = 1 即 得 wzt 一 工 , 因 
此 1 € St, FJA. um — n= 1. BER ua” = zt, 则 t= 二 t+，1 
= tyu” = twuw" = twlue"!) = twrt. 所 以 有 tAtw 1. A 

命题 8.8 ewe sS ewi A= Aw, t) ML CERES 
价 的 ; 

(1) S/A 是 投射 的 ; 

(2) SA/4 是 强 平坦 的 ; 

《3) ¢ BACT MICH w 是 周期 元 ( 即 存 在 mm > 0, 使 得 zw” = 
wrtty, 

证 明 (1) 二 (2) 这 是 显然 的 ， 

(2) 二 (3) 设 S/4 是 强 平坦 的 , 则 对 于 tw 不 ,由 命 题 1.2 知 存 
E u € SA twu 一 经 zhl. BRu A 1 CHM w= t). 由 引 理 6.1 
DFE mn > 0, 使 得 ww” = w uw w © St,0Si<m,Ogj 
<n, Æ n = 0, i co" = 1, 28a) tw =t, FE. HA n >o MAN 
1 =w € SRK: EAn. 现在 很 容易 证 明 X = Aw, 1). 
所 以 由 命题 1. 4 知 w 是 周期 元 . 

(3) 才 (2) ”车 t 是 左 可 逆 元 , 则 4 一 Aw,1). 又 因为 ww 是 周期 
元 ,所 以 由 命题 1.4 知 S$/4 是 强 平坦 的 . 

(2) 过 (1) ”由 以 下 命题 即 得 . “ 

命题 8.9 单 循 环 系 的 投射 性 与 强 平 坦 性 是 一 致 的 . 

证 明 ” 设 S/4 是 强 平坦 S- 系 ,其 中 = AC). 由 命题 1.2 知 
存在 eE SAG se = te, 且 eAl. 设 x,y E SRE riya A y WA 
FE t,t, € S ,使 得 

Txty = Egr" hn = Ys 
其 中 {ti}) = {二 2. 因为 se = te, H ze = yie; 因 此 
有 ze = ye. 由 命题 8. 2 即 知 S/A 是 投射 的 . i 
命题 8.10 iwe S, twt t A= Awt) WAFERS 
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价 : 

(1) 5/4 是 自由 系 ; 

(2) t 是 左 可 逆 元 , 且 存 在 n, 使 得 w" = ww"? ,存在 4,vE 5, 使 
得 wv = 1, 对 任意 zx,y 和 SA a = wer = yu". 

证 明 D> 设 S/A4 是 自由 的 , 则 由 命题 8.8 导 知 : 是 左 
HA, w 是 周期 元 . 所 以 4 二 A(zww,1), 且 存在 x, 使 得 w" = we", 
HIE 6.1 易 知 对 任意 zx,y € 5,z4Cw,1)y HHRH rw" 一 yo". 
所 以 由 命题 8. 2 即 知 结论 成 立 . | 

(2) 二 (1) 利用 命题 8. 2 进行 简单 地 验证 . Hf 

定理 8. 11 对 于 乏 半 群 S, 以 下 几 条 等 价 : 

《1) 所 有 形 如 SS/Alztw,z) 的 挠 自由 系 是 平坦 的 ; 

(2) AEM S/Atw..) 的 挠 自由 系 是 弱 平 坦 的 ; 

(3) 所 有 形 如 S/24(tw,t) 的 挠 自由 系 是 主 弱 平坦 的 ; 

(4) WER tow E S, 若 t 是 w- 正则 的 , 则 上 是 正则 的 . 

证 明 RS/Aw,t) BRAY. Bw = t, R S/ACew,t) 显 
然 是 平 姐 的 .车 tw 关 t, 则 由 命题 8.5 知 是 w- 正则 的 . 所 以 :是正 
WAS. 从 而 由 推论 6.5 知 S/AGw,t) 是 平坦 的 , 此 即 完 成 了 
(4)>(1). (2)=>(4) 由 命题 8. 4 和 命题 8. 5 BPR. Hf 

定理 8.12 ”对 于 么 半 群 S, 以 下 凡 条 等 价 : 

(1) BAA S/ACew 2) 的 平坦 系 满 足 条 件 (P); 

(2) 所 有 形 如 S/24(Cew,t) 的 弱 平 坦 系 满足 条 件 (P); 

(3) 所 有 形 如 SAW d) 的 主 弱 平坦 系 满足 条 件 (P); 

(4) 任意 eE ES) 一 (1) MES 的 左 零 元 . 

证 明 3) 一 (2) 二 (1) ”这 是 显然 的 . 

(1)=>(4) ”由 推论 6. 6 的 证 明 抒 得 . 

(4) 过 (3) Wiwe S,S/AGw,t) BER PBS- K. F tw = 
ti S/ACew D = S 显然 是 满足 条 件 (P) 的 . 设 tw #7, 
8.4 知 i 是 5 中 的 正则 元 . 设 : 二 wt, 则 tt © ECS). Hit 关 1;, 则 
HAM r: 是 5 的 左 零 元 ,所 以 :也 是 5 的 左 零 元 ,从 而 tw =t, 
矛盾. 因此 tt = 1; 从 而 Arw,t) = A(w,1). 所 以 由 命题 8.7 知 
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S/ACtw t) 满足 条 件 (P)， # 

2328.13 ”对 于 勾 半 群 $, 以 下 两 条 是 等 价 的 : 

(1) 所 有 形 如 S/ACw.t) 的 挠 自由 系 满足 条 件 (P); 

(2) WHER tw E 5, 车 t 是 ww- 正则 的 , 则 上 是 可 逆 元 或 左 零 
Jt. 

证 明 (2) 设 所 有 形 如 5/Alarw,z) 的 挠 自由 系 满足 条 

件 (P). 假定 :是 w- 正 则 的 , 则 由 定理 8. 11 知 :是 正则 元 ,所 以 存在 
# E 5, 使 得 {二 tt't. 若 tt 关 1, 则 由 定理 8.12 知 W 是 5 的 左 零 元 ， 
Wik: AS. Se! 天 1, 则 同 理 志 是 8 的 左 零 元 ,所 以 2 = tt 
= (# = tt 也 是 左 零 元 . 设 弛 一 1 且 纪 = 1, 则 上 是 可 道 元 ， 

DD Btw € S. Btw =t NBR S/Acw,t) 满足 条 
HE). Btw ~t, A S/ACew,t) BHA H S- 系 , 则 上 是 这- 正则 的 ， 
从 而 上 是 可 道 元 或 左 零 元 , 由 此 即 知 5S/4Cervw,i) 满足 条 件 (P)，// 

定理 8.14 “对 于 么 半 群 5S, 以 下 两 条 等 价 : 

(1) 所 有 形 如 S/AGw,t) H S- 系 满足 条 件 (P)， 

(2) S 一 G UZ, 其 中 G 是 群 ,Z 中 的 任意 元 都 是 5 的 左 零 元 . 

证 明 《1) 一 (2》 由 定理 8.3 知 任意 上 zE 5 都 是 正则 元 ,所 以 
由 定理 8. 13 知 上 是 可 道 元 或 S 的 左 零 元 . 由 此 即 得 (2). 

(2) 二 (1) 由 定理 8. 3 和 定理 8. 12 即 得 . AN 

定理 8. 15 对 于 乏 半 群 5, 以 下 三 条 等 价 : 

(1) 所 有 形 如 S/AGwt) HR ERIO) 的 S- 系 是 投射 的 ; 

(2) 所 有 形 如 S/24(tw,t) 且 满 足 条 件 (P) 的 S- 系 是 强 平 坦 的 ，; 

(3) 5 中 的 任意 元 都 是 周期 的 . 

证 明 ”由 命题 1.3, 1.4, 定 理 1.5 和 命题 8. 9 BA. 

定理 8.16 对 于 乏 半 群 S, 以 下 几 条 等 价 : 

(1) RAR S/AGw,.) 的 平坦 S- 系 是 投射 的 ; 

(2) 所 有 形 如 S/Almw,t) 的 弱 平 坦 S- 系 是 投射 的 ; 

(3) PRAT S/AGw,t) WERTH S- 系 是 投射 的 ; 

(4) 所 有 形 如 S/AGw ..) 的 平坦 S- 系 是 强 平坦 的 ; 

(5) 所 有 形 如 S/2(ltw,t) 的 弱 平 坦 S- 系 是 强 平 坦 的 ; 
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(6》 所 有 有 形 如 S/Altrw,t) 的 主 弱 平坦 S- 系 是 强 平 坦 的 ; 

(7) S 是 左 谐 零 乏 半 群 . 

证 明 ARE RAC 7) => (3) 和 (4) 过 (7). 

(=>) RSBABSAH. MER e € ECS) 一 {1} 都 
是 5 的 左 零 元 , 且 S 中 的 任意 元 均 为 周期 元 . 所 以 由 定理 8. 12 和 定 
理 8.15 以 及 命题 8.9 即 得 此 结论 ， 

(4) 一 (7》 由 定理 8. 12 和 定理 8.15 即 得 . # 

定理 8. 17 对 于 么 半 群 5, 以 下 几 条 等 价 : 

(1) 所 有 形 如 S/ACtrw,t) 的 S- 系 是 投射 的 ; 

(2) 所 有 形 如 S/Altrww,t) 的 S- 系 是 强 平坦 的 ; 

(3) 所 有 形 如 5S/Altrww,t) 的 挠 自由 S- 系 是 投射 的 ; 

(4) SPAM S/ACw.t) AA H S- 系 是 强 平坦 的 ; 

(5) 8 一 21, 其 中 Z = ORZ BASE. 

证 明 ”只 需 证 明 (4)=>(5) MIG) = (1). 

(4) 二 (5)” 设 :E55 不 是 左 零 元 , 则 存在 也 ES, 使 得 tw Ar. 
设 c ES 是 5 的 左 可 消 元 , 且 c 关 1. 由 定理 8.16 HFE n BBC 
BEST. 所 以 有 cw = d = ot 但 tw 关 t. 这 说 了 明 S 中 除了 1 以 
外 再 没有 左 可 消 元 . 所 以 由 tw Ae Be Ee 正则 的 ,因此 
S/A@w,t) 是 挠 自由 系 , 从 而 是 强 平 坦 的 . 由 定理 8. 13 即 知 上 是 可 
道 元 . 

设 上 天 1, 则 由 定理 8. 16 知 存在 .于 ,使 得 BAST. Te E 
然 又 是 可 逆 元 .矛盾 ,所 以 上 = 1. 这 即 证 明了 S 中 的 非 左 零 元 只 能 
是 1 所 以 S = 2Z', 其 中 Z = OM2 BASH. 

O>) 由 定理 8. 3 和 定理 8. 16 即 得 结论 . WA 

定理 8.18 对 于 么 半 群 5, 以 下 两 条 等 价 : 

a) 所 有 形 如 S/ACw.t) 的 S- 系 是 挠 自由 的 3 

(2) S HERAT HB YM. 

证 明 (D=) 由 定理 4.5.13 即 得 . 

(D>) Rs ESEA, MW S/A s) 是 挠 自由 S- 
系 , BRAS 一 ,所 以 号 一 1, 故 5= 工 因此 = 1, 或 者 存在 4， 
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eest, E SR 
S = fyc stih = folg se ot, = 1, 
Hp (endi) = 人 432) 一 1 所 以 存在 rE3, 使 得 zs 王 1. 因 
此 是 左 可 道 元 . Hf 
定理 8. 19 对 于 乏 半 群 5S, 以 下 三 条 等 价 : 

(1) 所 有 形 如 S/ACtrw ,i) 的 投射 S- 系 是 自由 的 ; 

(2) 所 有 形 如 S/ACw.t) 的 强 平坦 S- 系 是 自由 的 ; 

(3) 和 任意 e € E(S),e@1, 

WER (1) 二 (3) Re € EC(S), 则 由 命题 8.8 知 S/4(e,1) 是 
投射 S- 系 , 设 e 关 1 由 命题 8.10 知 存在 w,v E 3 ,使 得 xz 二 1, 且 
对 任意 z,y € S ro = wore = ye. 因为 e*e 二 1]*e, 所 以 ev = 
v. WANA vu v= 二 1，v, 所 以 vue = e. AH eR. 又 显然 12 所 
以 e21. 

(1) 守 (2) 由 命题 8.9 即 得 . 

(D>) 由 以 下 的 命题 即 得 . i 

命题 8.20 ”对 于 么 半 群 $, 以 下 三 条 等 价 : 

《1) 所 有 投射 5- 系 是 自由 的 ; 

(2) MARRS S- 系 是 自由 的 ; 

(3) 任意 e € E(S). A e2). 

证 明 AA SERA C3) = (1). 

eC EC), 则 e 多 1, 所 以 存在 a E S Eea aR, f: 
S— Sa,f(s) = sa, N) S Æ S- FIA. AA eA, PUEDE S, 
{8 iB ab = 1. sa 二 ta; 则 易 知 有 s = AS ERAS. E fe 
S 到 Sa 一 Se 的 同 构 , 故 Se 是 自由 S- 系 .因为 任意 投射 S- 系 都 是 
Seile; € ES) 的 不 交 并 ,所 以 结论 得 证 ， NA 

定理 8.21 对 于 乏 半 群 5, 以 下 几 条 等 价 : 

C) 所 有 形 如 5S/a4(tw,t) HERH) H S- 系 是 自由 的 ; 

(2) 所 有 形 如 5/4ltw,t) 的 平坦 S- 系 是 自由 的 ; 

(3) 所 有 形 如 S/ACw.2) 的 弱 平 坦 S- 系 是 自由 的 ; 

(4) 所 有 形 如 S/4ltrw,t) 的 主 弱 平坦 S- 系 是 自由 的 ; 

，221。 


(3) ATM S/AGw.2) 的 挠 自由 S- 系 是 自由 的 ; 

(6) 所 有 形 如 S/Altro,t) 的 S- 系 是 自由 的 ; 

(7) 所 有 S- 系 是 自由 的 ; 

(8) S = {1}. 

证 明 RAERD). 

由 定理 8.15 和 定理 8.19 知 5S 中 的 任意 元 都 是 周期 元 , 且 任 意 
e € E(S) e21. R x E S WEE n EA c= rt G eI aN 
FU u © S, R eLuR. 所 以 uv = 1, ue = usu = 6. 对 于 v, 存 
在 m 使 得 v" = "= 1 Ae = 1, he = 1 = ot A 
z=1. A 

下 面 考 虚 利用 单 循环 S- 系 的 同调 性 质 对 么 半 群 进行 同调 分 
类 的 问题 . 实际 上 前 面 已 经 得 到 过 许多 这 方面 的 结果 . 

命题 8.22 Hs eC Ss At A=AGt). 如果 S/4 是 弱 平 坦 
S- 系 , 则 * 或 上 是 正则 元 . 

证 明 ”因为 s 龙 ,所 以 由 命题 2.11 知 存 在 x,v CSB su = 
tw) 且 wwCAYN AD v À V ADL SO = àe As, Y = Ae At. Rusu i 
BE su = tv, uO"1 v1, BAB m +n Bh. Bs At HLL m + 
n> 0. Hm > 0, WFE wiz E SER udw(As2eO"1. A sw = 
sz. WME u = w, [jio = su = sw = sz, eo 11, 这 与 zr 十 n 的 最 
ANE APR. 所 以 z Æ w. 由 uiw 即 知 存在 和 ES, 使 得 

u = lC stidi = bicas tt td, = W, 
HB le,,d,} = {s,t}, i = 1, sn. WU u € Ss U St. 又 存在 a,b EE 
S ,使 得 u@" adh As)1. Ha = 六 考虑 两 种 情形 : 

Gm = 1. i} u = a = b, Pf su = sa = sb = s, A E à = 
ACs) = ACsu,t) = Altu, t) Ww Æ t. PELA h S/A AR ERE Al 
用 命题 8. 4 即 知 i ËE NY. 

GD m > 1, 此 时 存在 c,d € S, (E uD tcid (Asya, 所 以 sd 
= sa = sb = s, Ai u@®™*cAd(As)1, Bf oO" 1, FR. 

设 a 关 53, 则 同上 类 似 的 证 明 可 得 5 E Ss U St. MRSE Ss, WY 
* EENT A sé = s). Bb E St, WFE x E S EAR 6 = xt, Hf 
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LAs = sb = szt. 

H n> 0. 类 似 于 上 而 的 讨论 可 知 s 或 上 是 正则 元 ,或 者 存在 y 
E 5, 使 得 t = tys. Alb t = tys = ty(sxt) 二 tyszt; 即 i 是 正则 元 . 

设 n= 二 0, 则 vw = 1, AFR su = tiit A = Alsat) = ACS, su) = 
Aszs). 由 SA 的 弱 平坦 性 即 知 * 是 正则 的 . 

以 上 证 明了 当 xm > 0 时 结论 成 立 . 同 理 可 证 当 z > 0 时 结论 亦 
BUM. A 

命题 3.23 设 z€5 是 5 的 左 零 元 .如 果 S/X4(s,z) 是 弱 平 坦 
的 , 则 s 十 正则 的 . - 

证 明 ”车 s =z, 则 :是 正则 元 . 设 s 冯 z. 由 命题 2.11 知 存在 
u,v E S, {FẸ su = zv = z. PAL AC ,2) = Alsu s). 由 S/Alsw,s) 的 
能 平坦 性 即 知 * 是 正则 元 . i 

定理 8. 24 ”对 于 么 半 群 S$, 以 下 三 条 等 价 : 

(1) 所 有 单 循环 平坦 S- 系 满足 条 件 (P); 

(2) 所 有 单 循 环 弱 平坦 S- 系 满足 条 件 (P); 

(3) 任意 eeE E) 一 (1) HHS 的 左 零 元 . 

证 明 (2) > (1) 是 显然 的 . OSG) 由 定理 8. 12 即 得 . 只 需 
PEAR (3) > (2). 

设 s,t € S,S/As,t) ERPE S- 系 . BiH S/A) 满足 条 
件 (P). 显然 可 以 假设 s 关 +. 由 命题 8.22, 可 以 假定 s 是 正则 元 ,所 
以 s= sss, E S, 

BH ss £1, ss ALM s EAE. 所 以 由 命题 8. 23 Ht 是 
EME. ig t= ttt CSB cr Al Me’ Al MM: BASH.B 
Y SAG) 是 弱 平 坦 的 ,所 以 存在 u,v E 5S, 使 得 su = to, As = 
t. J. Ltt = 1 =r HAG ot) 一 As DAM SAG. RE 
RAF CP). 

# ss! =1 = s's, MAG, t) =A, st) RL S/AG 2) 满足 条 件 
(P). Hf 

定理 8.25 ”对 于 么 半 群 3S, 以 下 几 条 等 价 ， 

(1) 所 有 单 循环 挠 自由 S- 系 是 投射 的 ; 
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(2) 所 有 单 循环 挠 自由 S- 系 是 强 平 则 的 ; 

(3) 所 有 单 循环 S- 系 是 投射 的 ; 

(4) 所 有 单 循 环 5S- 系 是 强 平坦 的 ; 

(5) S = (1) RS = {1,0}. 

证 明 (D2) ACD> (2) 是 显然 的 . 

(2) 二 (5)” 设 所 有 单 循环 指 自 由 5S- 系 是 强 平坦 的 , 则 由 定理 
8.17 知 5S 二 Z, HPZ = ONZBABSER. BZA Dost € Z. 
因为 S 的 左 可 消 元 只 有 1, 所 以 S/4(s,z) 是 挠 自由 S- 系 ,从 而 由 条 
件 知 是 强 平坦 的 . Fy ACs te, BAAR TE E S iB su = tu Ms 
二 .这 说 明 车 S 天 {1}, 则 5S 中 含有 唯一 的 左 零 元. 因此 5 = 
{1,0}. 

(5) 过 (3) HS = {1}, 则 显然 所 有 单 循环 S- 系 是 投射 的 . 设 
93={1,0}, 则 由 定理 5.3 知 所 有 循环 $- 系 满足 条 件 (P), 又 由 定理 
1.5 知 所 有 满足 条 件 (P) 的 循环 S- 系 是 强 平坦 的 . 所 以 由 命题 8. 9 
知 所 有 单 循环 S$- 系 是 投射 的 . # 

定理 8. 26 HTAER S ATAR I: 

(1) 所 有 单 循环 $- 系 满足 条 件 (P); 

(2)S =G 或 3 = 如 ,其 中 G 是 群 . 

证 明 (D>) ” 设 所 有 单 循环 S- 系 满足 条 件 (P), 则 由 定 
H 8. 24 知 任意 e E E(S) 一 (1) RESHEF. RES. AH 
题 5.2 知 空 一 z 或 上 是 左 可 道 元 . 如 果 任 意 zxE 3 都 是 左 可 逆 元 ， 
则 3 BR. Bz FRAT MTEC c RASH. 设 z,?y 都 是 左 零 元 ， 
则 由 于 S/2(x,y) 满足 条 件 (P), 所 以 存在 u,v E 5, 使 得 zw = yu, 
Kc = y 这 说 明 5 中 最 多 只 有 一 个 左 零 元 . 

类 似 于 定理 5. 3 的 证 明 即 知 5 = GRS =G APC RH. 

D> 由 定理 5. 3 即 得 结论 . 4 

下 面 把 利用 单 循 环 系 的 性 质 对 么 半 群 进行 同调 分 类 的 有 关 结 
果 列 成 一 个 表 , 其 中 有 许多 结果 是 前 面 已 证 过 但 没有 明确 提出 的 ， 
所 以 需 重 新 考察 前 面 定理 的 证 明 过 程 , 表 中 也 遗留 了 许多 还 没有 
解决 的 问题 . 该 表 选 自 L27]. 
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$9 循环 系 的 同调 性 质 


§ 5 一 8$ 7 三 节 主 要 讨论 了 和 循环 系 的 平坦 性 有 关 的 一 些 问 
题 ,$ 8 研究 了 单 循环 系 的 同调 性 质 . 本 节 考 虑 循环 系 的 同调 性 质 ， 

由 命题 8. 9 知 对 于 单 循环 系 S/X(s,t) ,其 投射 性 和 强 平坦 性 
是 一 致 的 , 但 是 对 于 一 般 的 循环 系 , 投 射 性 严格 强 于 强 平坦 性 . 这 
可 从 以 下 定理 中 看 出 . 

定理 9.1 对 于 勾 半 群 3 ,以 下 条 件 等 价 : 

(1) 所 有 循环 的 强 平 坦 S- 系 是 投射 的 ; 

(2) S 满足 以 下 的 条 件 (FP:) 和 (FP;); 
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ŒP) HÈ agi E S qat =4t = 1 MRA 
mm RAE HH AL i = 05157 A Gam = Imi 

CFP.) HMA ECS) HIRA RHEE en, 用 ，…， 
fre MARRS EMAAR erref =fi fal MAS 的 子 半 群 (M) 
POREEA. 

证 明 DS) 设 Sz 是 强 平 坦 的 循环 5$- R sc € 5， 
使 得 sz = tx, 则 由 推论 4.4.8 知 存在 9, ES, 使 得 sqo = ta, Hz 
= Gor. 对 于 z= qoT, 表 由 推论 4.4.8 MFE € S, E q 一 
Poi „Hg =z. 继续 上 述 过 程 可 知 存在 GoyGty… E S ,使 得 gz 一 
zli =0.1,°"), H gg: = gG = 1). BARA OP) 知 存在 9-， 
使 得 qq, = Gust = 01 … 显然 9, E ES), 9mz =z. > 

M6s,t) = {qu E S| 存在 qq ES 使 得 
G41 = F419 GX 一 TI39i = tqis 
Qam = Inst = Ol ,°°}, 
Ri Mls.) ADS 
M = UMGt), 
itt ME ECS). 

Beery stati ot fn E M, Meret = ere t= n = Er 
= xr, Ref =z flere = See fc. 由 好 的 构造 
Fy RAPHE FE Meme fief) CM Beef = fe hat. 
以 由 条 件 (FP,) SCM) 中 存在 右 零 元 e, 下 面 证 明 Sz = Se. 

作 映 射 aSr —> Se 如 下 : 

a(sr) =se, WES. 
设 sz 一 红 , 则 由 前 面 的 讨论 知 存 在 g。 © 时 ,使 得 sq。 = tans ATLA se 
= sgne = tne = te. 因此 a 是 映射 . 显然 < 还 是 S- 满 同 态 . 设 se = 
te. Ae E< M>, Pi ex = x, HHE sz = sez = tex 二 tx. 这 说 
WA a 还 是 单 同 态 . 所 以 有 S- 同 构 Sz = Se, 从 而 Sz 是 投射 的 ， 

(1) 二 (2) Egge E SHE qg: = Gist = 1525. AQ 
EH logoe 生成 的 S 的 子 半 群 .如 下 定义 S 上 的 关系 o: 
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sat FE pg E Qor E SARA s = rpt = rg. 
记 4 为 的 传递 包 即 = Uo", FERES EHARA. FRA 
证 明 S$S/4 是 强 平坦 S- 系 . 
设 uiv, WFE n, 使 得 uov. 所 以 存在 sst otes WEI 
MGHIGIEH2 Cuy 10V. 因此 存在 Fos Fy € S ,使 得 
u = rng Ei, > Ul = 119i, "Gi, > 
u 一 rd b, ’ “= reds, ’ 


Uni = Fes" Es os US Fede Oe ， 


这 里 带 下 标的 9€ {900g} AWA g-ig = Git = 1,250 LA 
还 可 以 假定 上 述 每 个 等 式 中 q 的 下 标 是 递减 的 (可 以 相等 ). RE 
上 述 等 式 组 中 出 现 的 9 的 最 大 下 标 为 ,用 qi 右 乘 以 上 各 式 , 可 
得 
Uditl T rii 一 Wditl 一 rags 一 ”一 Fwdrtil = Vsti 

BRA logis. PA girl. 因 此 由 命题 1.2 知 S/4 是 强 平坦 的 . 

出 条 件 知 $/4 是 投射 的 ,所 以 存在 e © ECS) A Se = S/d, 
i B:Se — S/A EAH, Be) ==r,B(lrie) = lsri € S, Mirre = 
r8) = BUG) =e, RY rerrer =r'er € EWS). & f =r'er, 
PERRET 9:S/A—> Sf 为 qls) = sf. Bs = t, Mh srer = sp O)r = 
BUGS = BOMr =t8 Or = trier, 所 以 8 是 映射 . 若 sf = S, 
Ml s = s] = s8 r'e) = sw eBle) = sr'er = sr er = s] =t] =t] = 
tr'er = tr'eßle) = tBG'e) 一 红 一 于 所 以 8 是 单 同 态 , 从 而 G:S/A 
一 Sf RHH HeD =f. 

对 任意 i 一 0,1,…4qMl, 所 以 9; = 1, 因 此 

f = 9) = p) = af. 
又 因为 OSA = ef) = f(D = ff =f = 970). BUF HTK 
而 /41. 同 前 面 的 证 明 类 似 地 可 知 存 在 9， ,使 得 Sam = 1° Om = Ga 
所 以 对 于 i 一 0,1，…， 
94m = Gam) = (GP Gm = fam = Ins 
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BD S 满足 条 件 (FP,). 

RES) 的 子 集合 MM 具有 以 下 性 质 ; 对 任意 el… ,es ,有 1，…， 
fa E M, FE S € Mier S = fref A- WAA M U {1) 
生成 的 $ 的 子 半 群 . 在 S$ 上 定义 关系 o 如 下 : 

st FETE pig E Qr E 5S, 使 得 s 二 7p,t = rq. 

记 4 为 的 传递 包 , 则 4 是 S 上 的 左 同 余 . 下 面 证 明 S/4 是 强 平坦 
I 

Ruw € SHE uiv, WE wow, E S, Au = 
UTU Oun Gu, = V. 对 于 upon, ,存在 户 ,9 E Qr E S, IET u = 
rp yu, = rg. PELA uo = renent =r fi forte Be seashie 
Ja E M,m ipo. HM 的 性 质 可 知 存 在 El 后 af, 使 得 er…er&i 
Fi Smg. PTE 

Mok) = Tek = rf fagi = ugs 
Tug O Oth, E Ungi » 
这 里 利用 了 事实 :so0t,g € Q>sgatg. 
对 于 zg10U281， 类 似 于 上 面 的 讨论 可 知 存在 gz 和 及 ,使 得 
Ugg? 一 UBB: 一 UB BFU E20 FB Be. 
继续 上 述 过 程 可 知 存在 g1,8s,*… ,gs E MM, 使 得 
Uog Be = Unb 82" Bas 

BI ugit ga = UE En 又 由 人 的 定义 容易 证 明 gig Al» BLA Hi f 
题 1.2 4 S/A TERPS. 

由 条 件 知 S$/4 是 投射 的 ,所 以 类 似 于 前 面 的 证 明 可 知 存在 。 € 
E(S), 使 得 a:S/4 一 Se 是 S- 同 构 且 a(1) = e. RA ale) = eal1) 
= ee = e = a(1), 所 以 e = 1. 因 此 对 任意 f/f€ MLA 

e = a(1) = a(f) = fe) = fe. 

由 e 宙 可 知 存在 i,*…,w,-1 ES, Be = uouo Oun ou, = 
1. 类 似 于 前 面 的 证 明 可 知 存 在 g，… ,gE€ 好 ,使 得 egg。 = 
fi Sn 所 以 对 任意 1 EM, 

ge = greg.) = Fegi Es 
Seg En = Lae 


| 


- 


| 
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”这 说 明 g…g, E (MD EMD 中 的 右 零 元 .所 以 3 满足 条 件 (FP,). 


Hf 
EES) 中 规定 如 下 的 序 ; 
ex [Se =ef = fe. 

这 个 序 称 为 5S 中 备 等 元 的 自然 序 . 

由 定理 9.1 可 得 : 

推论 9.2 设 所 有 循环 强 平坦 S- 系 是 投射 的 , 则 5 中 不 包含 
短 等 元 对 应 于 自然 序 的 无 限 降 链 . 

证 明 ”由 条 件 (FP,) 立 得 . i 


推论 9.3 所 有 有 限 生 成 的 强 平坦 S- 系 是 投射 的 当 且 仅 当 
所 有 循环 的 强 平 坦 S- 系 是 投射 的 . 

证 明 ”由 命题 4. 2. 7 即 得 . MA 

推论 9.4 对 于 乏 半 群 5S, 以 下 三 条 等 价 : 

(1) 所 有 循环 的 强 平坦 系 是 自由 的 ，; 

(2) 所 有 有 限 生成 的 强 平 坦 系 是 自由 的 ，; 

(3) S 满足 (FP1), (FP,), 且 对 任意 e € E(S), 有 e 儿 1. 

证 明 ”由 定理 8. 20 和 定理 9.1 即 得 . WH 

定理 9.5 对 于 乏 半 群 5, 以 下 条 件 等 价 ， 

O 所 有 循环 S- 系 是 投射 的 ， 

(2) 所 有 循环 S- 系 是 强 平 坦 的 ; 

(3) 所 有 循环 的 挠 自由 S- 系 是 投射 的 ; 

(4) 所 有 循环 的 挠 自由 S- 系 是 强 平坦 的 

(5) S= (1) RS = {1,0}. 

证 明 ”由 定理 8. 25 和 定理 9. 1 即 得 . A 

下 面 我 们 把 利用 循环 系 的 性 质 对 么 半 群 进行 同调 分 类 的 有 关 
结果 也 汇总 成 一 个 表 , 该 表 选 自 [26], 
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$10 条件 (E) 与 正则 么 半 群 


本 节 讨 论 条 件 {E) 对 么 半 群 的 刻画 问题 ,特别 地 利用 条 件 (E》 
给 出 了 正则 乏 半 群 的 S- 系 范畴 特征 . 其 主要 结果 选 让 于 [108]. 

我 们 知道 , 环 丸 是 正则 的 当 且 仅 当 所 有 左 R- 模 是 平坦 的 , 但 
下 面 的 定理 表明 ,对 于 么 半 群 ,类 似 的 结果 不 成 立 . 只 能 证 明 么 半 
HES BIEWM4 AMS AM EAAE) WA S- 系 是 平坦 的 . 为 
KEA: 

命题 10.1 设 了 7 是 S 的 真 左 理 想 , 则 以 下 几 条 是 等 价 的 : 

(1) AG) 是 平坦 的 ; 

(2) AG) 是 弱 平坦 的 ; 

(3) AC) 是 主 弱 平坦 的 ; 
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(4) 对 任意 a € Ta € al. 

证 明 ”由 命题 5.2.2 的 证 明 即 得 . 实际 上 ,(1》 和 (4) 等 价 就 
是 命题 5. 2. 2. A 

定理 10. 2 对 于 么 半 群 ,以 下 几 条 等 价 ; 

CL) 所 有 满足 条 件 (E) W S- 系 是 平坦 的 ; 

(2) 所 有 满足 条 件 (E) 的 5- 系 是 弱 平 坦 的 ; 

(3) 所 有 满足 条 件 (E) W S- RAE PW: 

(4) 3 EMS +R. 

证 明 > (2)> (2) 是 显然 的 ， 

《3) 一 (4) 设 zxE4S. 如 果 3Sz 一 3, 则 二 是 左 可 逆 元 ,所 以 是 
正则 元 . 设 Sz 关 5, 则 5z 是 5S 的 真 左 理想 ,由 命题 5.2.1 知 A(Szx) 
满足 条 件 (E), 因 此 由 条 件 知 4(Sz) BERTHE S- R. 由 命题 
10. 1 知 对 任意 y E Sz. Ay E Sz. 特别 地 zx E rS, Bl z EMM 
元 . 所 以 S 是 正则 乏 半 群 . 

(>) ” 设 B 是 任意 满足 条 件 (E) 的 左 S- 系 .要 证 明 8B 是 
平坦 的 . 

设 A EHS- ġa € A, b, EB, 在 4 人 多 8 中 有 a Qb =a 
QE WFE asesan E Arbos by © B51 sot SS, 使 得 


a = aS)» 
Qt) = A357 5,5 = tib,, 
a,f, =a', St == £8. 
下 面 对 x 用 数学 归纳 法 证 明 在 (aS U aS) OB HA a Wb =a' We’. 
设 n= 1, 此 时 有 
a = ass 
at, = a’ , 5,5 = tb. 


由 条 件 知 * 是 正则 元 ,所 以 存在 s" © 3, 使 得 = sss 因此 #5 
= 5,b=5,5,'56 = ss hb. HF BRAKE) Meee CS, 
t E B, 使 得 
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thw = $8 hub = ub", 
Aasi tiu = ass tu = atu = a'u. 所 以 在 las Ud S) OB P 
有 
a Qb =a,s, Mb = assi s Hb =ass O sb 
一 0517 Q sb = as’ Hub = as,’ Q tiub" 
=asy'tu © b" = a'u Q b" =a’ Q) ub” 
=a’ Q) b. 
in > 2. 由 条 件 知 存在 Sot) E S, HR S = ssis st) = 
titi'ti: 因此 由 sib = 2,5, 可 得 
tib, = 5,6 = $,5;'5,6 = siS hbs 
sib = tb. = hh tb, = ti sb. 
HT B RERE) UA FEE uv © Sse € B, 使 得 
hu = SS, ttis b, = uc, 
SU = hh SU, b= vu, 
因此 sipc' = 5,6 = tib, = tuc. 所 以 有 如 下 的 等 式 组 : 


am = aSU, 


Qt = Aastatt, svc! = tuc, 


atg = 353, SUC = tyby, 


对 于 框 线 以 内 的 等 式 组 ,由 归纳 假定 可 知 在 (wytiuS U a'S) QB 
有 afit 的 c 二 a' 的 ,又 因为 
atu = as tu = as tu E aS, 

所 以 在 (aS Ue SOB PA atu Dcdd OH. 

对 前 两 行 等 式 组 利用 归纳 假定 可 知 ,在 CavS U asus) @ B 
HA av Ql = anu 的 c. 所 以 在 (aS U a'S) O BPH 

a Qb =a Qo =av Qe! = asu Qe = atu Rce 
=a’ ® 6, 

因此 由 数学 归纳 法 原理 即 知 B 是 平坦 S$- 系 . H 
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(1) MARERE) 的 S- 系 满 足 条 件 (P); 
(2) 所 有 满足 条 件 (E) 的 S- 系 是 强 平坦 的 ; 
(3) 所 有 满足 条 件 (E) 的 S- 系 是 投射 的 ; 
(4) 所 有 满足 条 件 (E) 的 S- 系 是 自由 的 ; 
(5) S 是 群 . 
证 明 ()>(D>()> (1) 是 显然 的 . 
《1) 一 (5) ”由 命题 5. 2. 1 即 得 . 
| ()>(4) ” 设 $S 是 群 , 则 容易 证 明 所 有 5S- 系 都 是 循环 子 系 的 
REF. 若 A 是 满足 条 件 (E) 的 循环 S$- 系 , 则 4 二 S. 因 此 所 有 满 
是 条 件 (E) 的 S- 系 都 是 自由 的 . A 
下 面 的 结果 已 出 现在 定理 4.5. 13 中 ,为 了 本 节 的 完善 , 仍 将 
其 列 出 . 
定理 10.4 对 于 乏 半 群 S, 以 下 两 条 等 价 : 
O) 所 有 满足 条 件 (E) 的 5- 系 是 挠 自由 的 ; 
(2) S 中 的 左 可 消 元 是 左 可 逆 元 . 
定理 10. 2 完全 刻画 了 所 有 满足 条 件 (E) 的 S- 系 是 平坦 系 的 
乏 半 群 . 由 定理 4. 3.16 及 例 4.3.18 知 平坦 系 可 以 不 满足 条 件 
(E). 因 此 平坦 性 与 条 件 (E) 是 两 个 不 能 比较 的 性 质 . 如 何 刻画 所 
有 平坦 系 都 满足 条 件 (E) HAAR. 至今 仍 是 一 个 没有 解决 的 癌 
题 . 


§11 左 完全 么 半 群 


本 节 讨论 所 有 强 平坦 左 S- 系 都 是 投射 系 的 么 半 群 , 称 之 为 左 
KES ER. A EBARE A112). 

类 似 于 左 完全 环 的 定义 (Bass ,1960) ,自然 地 可 以 把 使 得 所 有 
FHE S- 系 都 是 投射 系 的 么 半 群 3 定义 为 左 完全 么 半 群 . 但 是 ， 
由 定理 5. 2.8 可知, 如果 所 有 平坦 左 S- 系 都 是 强 平坦 的 , 则 S = 
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{1}. 因此 上 述 意 义 下 的 堪 完全 么 半 群 只 能 是 平凡 的 . 所 以 只 能 采 
取 另 外 的 方式 定义 左 完全 么 半 群 . 

定义 11.1 称 S 是 左 完全 么 半 群 ,如 果 所 有 强 平坦 左 S- 系 都 
是 投射 的 , 

关于 左 完全 么 半 群 ,在 [145] 和 [71] 中 已 有 大 量 的 讨论 .例如 
[45] PERT AS 是 左 完 全 么 半 群 , 则 S 的 主 右 理想 满足 降 链 条 
t. 

在 环 理 论 中 ,有 著名 的 Bjork CB 8 RER, BHR AMR 
于 循环 子 模 满 足 降 链条 件 , 则 M 关于 有 限 生成 子 模 满 足 降 链条 
件 .对 于 乏 半 群 ,有 类 似 的 结果 : 

定理 11.2 RAS- 系 4 关于 循环 子 系 满足 降 链条 件 , 则 A 
关于 有 限 生 成 子 系 满足 降 链条 件 . 

证 明 + 

w= {B <S AB 关于 有 限 生成 子 系 满足 降 链 条 件 }. 

由 条 件 可 知 ,4 的 所 有 循环 子 系 中 一 定 有 极 小 的 , 设 其 为 B. B 
然 ,B。E A i o A D. a RARE: B < B, So OB 


= ÜB. Fi B E€ .xf. 设 C 是 BB 的 有 限 生成 子 系 , 则 存在 B, 使 得 
CSB, 
C >G Sx (1) 
是 B 中 的 有 限 生成 子 系 的 降 链 , 则 它 也 是 某 个 B, 的 有 限 生 成 子 系 
的 降 链 . 由 于 B € .wx ,所 以 (1) 是 稳定 的 . 即 B 关 于 有 限 生成 子 系 
满足 降 链条 件 , 从 而 B E. 
因此 ,由 Zorn 5] of 中 有 极 大 元 , 设 其 为 B. 车 B= AME 
明 完 成 ,下 设 BA A. 
H BAA MAGE a€ 4, 使 得 aS CB. HAAR a, E 
A, fit aS E B H aS 是 具 此 性 质 的 循环 子 系 中 的 极 小 者 . 令 M 
= BU aoS. 下 证 ME ATS BE oS PARKERET. 
设 M 中 有 有 限 生 成 子 系 的 降 链 
M, Ms 了 (2) 
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如 果 M, SB WAFFE: >n,M, SBE.) 是 稳定 的 , A 
此 假定 对 于 任意 自然 数 nM, EB 用 数学 归纳 法 证 明 下 述 事实 ; 
M, = B, U aS B, 是 有 限 生成 的 , 且 

Bur S BSB, n= 1,250, (3) 
Kn = 1, issum EM, WERT. Bu, & BM u E 
aS s ANT uS CaS. Ru SFB, aS 的 极 小 性 可 知 eS = 
aS. 所 以 有 
M, = UuS = (Ue) U U5) 
=B U (Uy uS) = Bt aw, 


-&B 


RE B, = U uS C 8 是 有 限 生成 的 


Hn > 1 BE wow, EM WERT. AH M, < M, = 
B,-, U aS ,所 以 w; € Bni RMA u; E ao8 = 1,2, 9m. SA= 
(fle; E Brih A =; {1,+++ mm} a 入 ,再 令 B, 一 以 “3 M B.S 
B. 且 是 有 限 生 成 的 . 对 于 7 E A su; & Bui AVL u © aS, HK 
uS CaS. 又 存在 7 使 得 w;S EBEN, AH u E B, AT M, S 
B, F). 利用 aS 的 极 小 性 可 知 uS = aS, 所 以 M, = B, U 
(US) = B, Ua,S. 

所 以 事实 (3) 成 立 . 因此 得 到 了 8B 的 有 限 生成 子 系 的 降 链 B 
之 B.S BLS AB OC .wy WEE n 使 得 B, = Bryk 
= 0, 所 以 Mars = Bura UaoS = B, U aoS = Mnk > 0. 这 说 明 降 
链 (2) 是 稳定 的 . 故 ME 2%, 4 

对 于 左 完 全 么 半 群 有 

定理 1l.3 设 3S 是 左 完全 么 半 群 ,4 是 任意 右 3S- 系 , 则 4 关 
于 有 限 生成 子 系 满足 降 链 条 件 . 

TR ” 设 3 是 左 完 全 么 半 群 , 则 $ 关于 主 右 理 想 满足 降 链 条 
it. WA EHS- a,b EA BaS CoS WFEs € S Eas 一 
sS. 因此 4 中 的 任意 循环 子 系 的 降 链 具 有 如 下 形式 : 

aS = asis = asss Do. (4) 
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考虑 S 中 的 如 下 降 链 ， 
S55 sss Se, 
它 是 稳定 的 ,所 以 降 链 人 4) 也 是 稳定 的 . 即 4 关于 循环 子 系 满 足 降 
链条 件 . 由 定理 11. 2 即 得 结论 ， Hf 
设 是 堪 完全 么 半 群 ,4 是 左 S- 系 ,为 了 研究 4 关于 子 系 的 升 
链条 件 , 从 下 述 构造 开始 . 
R moemoe BERS, = (1m) Ra BAT, 
到 PL, 的 映射 ;关于 任意 和 任意 j ET RES 中 的 元 素 Wye s 以 
ne ee te a 
H = {Cras Watgaar li € Pik = 1,2,0}, 
ede HERNE ERR. EG = F/p. 
引 理 11.4 isst € S,p 如 前 面 的 定义 , 若 sxtaptxn, 则 存在 自 
RB hp a ,使 得 
SWKW kp) = EW Ws tp OY as 
MHA +p Hh Hj lt gst, = 4) i, = ay lst, = 
@r— fp- oh = asi, = Mido 一 %1€ja1), H aCi) 
= lh). 
证 明 H sara ptry 知 Szrx = try BAPE birth rtm E S, CEs 
dio Cmridu) E H U HER 
Shing = tC poly = bce sman = iL je (5) 
若 sta = tza WARK 自然 成 立 . 以 下 假定 sx; A try. 
BT FE RER tod, = torico+! 中 出 现 的 基 zw 的 第 二 下 标 v 
为 此 等 式 的 第 二 下 标 . 
Hm = 1, 则 (5) BA 
Sa 一 和 cl， tid, = tz. (6) 
ABE ASL. 此 时 6 = te RA, = we arias 对 应 Hi d, = 
Wale i415 RA di = zra-1: 这 里 满足 a 1 ) = 7. 若 后 者 成 
立 , 则 1 一 下 一 1 矛盾 .所 以 c = tard) = Watawat 因此 由 (6) 
Als = totw, = tk + 1 =, j = a). 所 以 swe, = i; 因此 
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SW key 一 PW et 一 Wit. 结论 成 立 . 


设 m 之 1, 设 在 (5) 中 有 如 下 的 一 段 等 式 组 : 
ted, = tpriptis stored pty = tptotiCptetl? (7) 


** tetrad prog = tptatiCptagtts 
其 中 每 个 等 式 的 第 二 下 标 依次 是 
hsh — Lyh — g +l — gih ~q tHlrh — lh. 
对 9 用 数学 归纳 法 容易 证 明 , 等 式 组 (7) 可 用 如 下 的 等 式 来 代替 : 
tpdp 一 tptr2astiCpt2gt1' (8) 
设 等 式 组 (5) 中 所 有 等 式 的 第 二 下 标 中 最 大 者 为 产假 定 (5》 
中 有 如 下 的 两 个 等 式 ; 
tdp = lp tiCpri shy = totiCati? (9) 
HR — PED A, APSR PEERS AB FRAR AY 
等 式 .不 妨 设 p 二 9. 因为 (5) 中 各 等 式 的 第 二 下 标的 变化 规律 是 
增加 1 或 减少 1, 所 以 (5) 中 位 于 (9) 中 两 个 等 式 中 间 的 所 有 等 式 
的 第 二 下 标 均 小 于 产 , 并 且 其 变化 规律 是 从 产 开 始 依 次 递减 到 某 一 
程度 后 再 依次 递增 ,以 及 此 规律 的 若干 次 复合 . 应 用 结论 (8) 可 知 
tao = hear 因此 可 以 假定 第 二 下 标 达 到 天 的 等 式 只 有 一 个 : 
tdp = tyriCpr-i. (10) 
考虑 (1) 中 从 szra = the, 到 (10) 的 这 一 段 . 应 用 结论 (8) 将 具 
有 (7) 形式 的 等 式 组 简化 ,可 以 假定 该 段 为 
SXin = bi Digs 
bi er. = PaT ata’ 


ECETES 


Eo ji, pktp-2Ti tr- 一 ZI TtHp-19 


byte, tt pits, htp 一 bet Wu kto- iTi kbps 
DBR + p = hoy = YD ofp = aup zlip rip = 
atp- Gi, -1) = ap lu) ,所 以 有 


Epp ia et p—1 一 EW, kt e—1 
= g = t. 
tp: Wi pttp- ptt] 
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= eee 


twa bee, keel 
ip_yktp—te {11) 


考虑 (5) 中 从 (10) 到 tad, = try 这 一 段 . 类 似 于 前 一 段 的 讨 
论 可 知 


= SHAW; HT W, 


pw 


Rp 二 BROW, tpi Wy atten (12) 
JX BL Hg = hy fy = OCF) oo s fei 5 ite- qn) = Wo Brag jaa) 
= amg- Gp). 所 以 由 (11)，(12) 和 Epwi, patei 一 pirWwetts-l 
得 
SWW; HT tp T EW yy ON tte 

引 理 证 毕 . H 

51H 11.5 G = F/p 是 强 平坦 左 S- 系 . 

-证明 is, ES, Tasty E FRB s ra = t ry, WI sxuptry. 
由 引 理 11.4 知 有 如 下 等 式 : 


STHig UW sh = bw gr; stalig) 一 alj). 


G u = want aU = WW a Ml see = to, H 


Ta SWT; t T Wi Tiy = *°° 


WA et Wik Lai at) 


=u Ta att 9 


Ty TWX; t+ = Wy Tj tri = ** 


SW; rH) ak Te G a+) 


这 说 明 G 满足 条 件 (P). 同 理 可 证 C 满足 条 件 (E). 所 以 G 是 强 平 
坦 左 S- 系 . # 
引 理 114.6 BAARS n HB S< nk=1,2, MRCH 
投射 的 , 则 C 是 有 限 生 成 的 . 
iA 设 G 二 I se € E(S),i EIT, 为 了 方便 ,假定 G = 
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H Se. 34+ k= 2539 OA = ry == Ima,_;. I Az £ Ø. 对 于 
TGF 
JE Ai i j OR ,如 果 存 在 : E Imas_:, 使 得 


Ta WW api Wj eta To,Etgt1? 
Ta 一 WW; ti Wi thg Tuttetl? 


XE A °°? a Jy va 的 定义 同 前 sU = By (js) = a,,,(2,). wa", 
UE Ali 是 可 连接 的 Ac = Ar 一 AYA =UA Bi 


ll 


IAJ < oo. (13) 

REAR. WHITEA RE m, IAI zm RAE Anot 

in E An EER A FIER, a A BR BE A BGE ky < 
hy Lee < km G ko = kn +1. ERA f= 1,2,…,m, 有 


Tjk TW yk, Tik T 


SW; Wa Wata Tjatt (14) 
RERO) = Ch) vert filter FD = Oy Gite) FFA ki Hg + 
1 = ksi = l,m. 
BIRO LR m >n AA AC + De je 十 1) ELL 而 
IP, | <2, RU bm + AREER ATMS. 不 妨 设 
hin + D = jh + 1). BA k < ko RUA 


. = - = = «ef 
Ti Wye, THD, 


WD 1 ok — 1 Ti Doky? 
BH ht 1) =4%,,G:@)) E Img, ie = jv + 1), 则 由 
(14) & 

Tet, = Wj wt Dk ot 2d tI edb Hey Ljeto? 

jph, 5 Wak Yi yk, H rg) kts ith 
所 以 元 是 可 连接 的 . 因此 js CA", BS j © AY, 矛盾 . 这 样 就 证 
明了 断言 (13) 是 成 立 的 . 

FETE BRK by tE E> BLA, = 名 .对 于 和 ,存在 
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工 的 有 艰 子 集合 ee 
U YS < Hse 


记 E= H Se. 对 于 i 和 FE ,考虑 如 下 两 种 情形 ， 
iel 


G) Z S ko. 这 时 Xn € E. 
Gi) £ > ky. Hay T; = A”, U Ima. Ri =e Ht. xt i 应 用 
数学 归纳 法 和 可 连接 的 概念 容易 证 明 zn E 五 .所 以 有 


pse SG= U HSmEE= If se. 


这 说 明了 是 有 限 集合 因此 RARE RH. H 
定理 11.7 设 5 是 左 完全 么 半 群 ,4 是 任意 左 5- 系 ,n 是 自然 
数 , 则 4 关于 一生 成 ( 即 有 一 组 个 数 不 超 过 #” 的 生成 元 ) 的 S- 子 系 
满足 升 链条 件 . 
证 明 ARES- RA PAM PHA A SAS < 


Ai < e BEY A, = Ü Sanaa © Asm S mk = 1y2y 对 于 任意 
i € DEG EC Ti AB aa = Saj 当然 这 样 的 了 不 唯一 , 取 
ERTS € Pin RA bE AEX ali) = 7 Mi a 是 从 r: 到 
Pass 的 映射 sk = le MEER MEET, 以 及 如 上 取 定 的 
= ali), Wwa ES 使 得 cu = Wide) t+ 1+ 

Xt FEA ma AM wa MW PFA S- RG = F/o. h5 
理 11.5 知 G 是 强 平坦 的 . 又 因为 8 是 左 完全 么 半 群 ,所 以 G 是 投射 
的 .再 由 引 理 11.6 知 G 是 有 限 生 成 的 . 

令 4 = Ü Ae EBA FG >A, fC Ta) = san. 了 是 有 定义 的 . 
RAW: Hs Ta 二 txx, 则 由 引 理 11.4 知 有 SWE HT Th 一 
LWW tr W er nlp) = ofa), 所 以 有 

Slit = SW 241 = SWAW atlaist = 
E SWW, H Wi slo, Ci) A+) 
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SE Wj tt Wj ha ATT 
= = heya; = ta, 
PW Aj, t+ tay. 


显然 f 又 是 满 同 态 . 所 以 4 是 有 限 生 成 的 ,因此 存在 ko tE k 
D ko Bt A, = Au, H 
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BN ”特殊 么 半 群 上 的 平坦 系 


§1 逆 半 和 群 


本 章 考虑 几 类 特殊 么 半 群 (如 道 半 群 , 广 义 赣 半 群 , 带 ,全 变换 
半 群 等 ) 上 的 S- 系 的 平坦 性 . 

上 一 章 证 明了 么 半 群 5 是 正则 的 当 且 仅 当 所 有 满足 条 件 (E) 
的 S- 系 是 平坦 的 .对 于 道 么 半 群 ,有 

定理 1.1 道 么 半 群 是 左 ( 右 ) 绝对 平坦 的 . 

证 明 BER S- 系 ,要 证 明 B 是 平坦 的 . 

R ARAS- Raa € Ab, b EB, 在 4 名 B 中 有 46= 
a! OD MHE at yas E A gb red, E Barsi tiat Sats ES fe 
得 


a = A151s 
aib, = 们 23S29 SÈ = tibss 
a,t, =a, s, = t,b!. 
FABRE n 是 偶数 (必要 时 再 增加 两 个 等 式 :as e l =al = 
1-0). > 
To = l, Zi = si tsa trsy h» iin, 


Yom l, yi = tr sabasa Epai LSS, 
这 里 r ER c HBS EMAR. 简单 的 计算 可 知 有 
Diag = aes O<icga, 《1) 
Wai = Ino KiS. (2) 
下 面 甩 数 学 归纳 法 证 明 对 任意 i E (1,…,n} ,有 
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az; 一 Get Li. (3) 
= i 二 1 时 ,有 
ataxia, Saht Sss t = G1513T tty ty 
=@,5)5, $ = az). 
ISk <n MPH: 
Gis ten Deion 
= Gastar ites Seyi 2e TaSi 
= Ge Say EE TSH iter tet lati 
= 54 Sin Ee LaSi tag 
Ober Sites 
SALS iti (归纳 很 定 》 
=axit1. 
所 以 对 任意 7 并 E€ {1,…,n},(3) 式 成 立 , 类 似 的 方法 可 以 证 明 对 任 
Bi € {1,…,n}, 有 
a Yi = Anvit Seit Y Yie (4) 
记 站 一 3 太一 在 二 12 和, 下面 要 证 明 如 下 
的 等 式 组 成 立 : 


Cn = GZ0ei， 


ax, 一 CATRIE2z， nb = tb,, 
AX, = Azz, Sod, = babs, 
aLr- = AX, Cas Sn— 18 n—1 = ts ib 
i t 
Cayo 一 ax Vos 9 SaDa = Eb, 
AN, = ax yt, tb Er Sans 
ALY. = ATVI 5s tb, = Sabnis 
aX,¥S—1 = Qxnys SZ, tapadt = S24 2Dt425 
= ' x a = R A 
GTay = A YTF» tzpibz4e Stybar 
+ = 
Taxz3 es = A YTZ- tabas = saba, 
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站 [SLES 


a! Yn Ts€3 = a! YnTa taby = Sabay 

a! YrL lz = a! Yri» t2b; = szb2, 

A pL) = A' YpTos ib; = s,b, 

a' ya Fn = a Var sb = tbe: 

a’ yzfs = a' ye, Sn- 205-2 = tn—2On—15 
a yif =a ys Sn-iba-1 = tad, 
a! yofı = a! Yos Sb 一 t,0'. 


右边 等 式 的 成 立 是 显然 的 .下面 只 考虑 左边 的 等 式 组 ， 
i = 0 hf aze, = ae. = ajs S'S) = ays, =a = ary HO 
i<n—1,W 
CNiPi1 FAC Xili 《由 (3)) 
G4 Sig Ki iE 
Saip SiE T; 


下 一 1 
= Git Seo Xi Ti 


=a,t.x) Li 
=az;, (由 (3)) 
HELE [0,5 — 1) ,如 下 计算 : 
ALY 一 CTXr Y; Yi (H) 


SGTS iY Yi 
=a En iY Yif i 


=azx fit (由 《1)》 
ny 二 QTY ys 《由 (1)) 

二 QT rs ys) ys, (由 (3)) 

=ar pst yZ yeri ra 

=a! yari ra (由 (4)) 
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=a! yo 和。 {由 (2)) 
其 余 的 等 式 可 以 用 类 似 的 方法 证 明 . 
下 面 要 说 明 前 述 等 式 组 是 “左右 连接 ”的 . 这 只 要 把 左边 的 
等 式 组 重新 改写 一 下 即 林 .例如 前 一 疏 等 式 组 可 以 改写 为 


a= las] ss 


Cas, "Jt, = Caxys,")s2, sb = ibys 
(az)S2 "ip = (22x25; Ysa5 Sob = tb;, 
(az as te) = (AX, Sn 1)5 Sy—1O 9-1) = ty One 


其 他 的 等 式 可 类 伏地 改写 . 因此 在 (aS Ua ODB PHa Ob a 
的 六 .所 以 B FH S- 系 . 


同 理 可 以 证 明 任意 右 S- 系 也 是 平坦 的 . i 
推论 12 完全 内 射 乏 半 群 是 左 、 右 绝对 平坦 的 . 

证 明 ”由 第 三 章 6 中 的 结果 及 定理 1. 1 即 得 . 办 
为 了 考虑 群 并 ,需要 以 下 引 理 . 


引 理 二 3 左 绝 对 平坦 么 半 群 的 同 态 象 仍 是 左 绝对 平坦 的 . 
证 明 设 f:S 一 了 是 从 S 到 TT 上 的 么 半 群 同 态 .对 于 任意 TT- 
系 ,规定 5 在 8B 上 的 左 作用 为 
seb= fb, YsES, YDER, 
则 BB 就 是 5- 系 . 司 理 任意 右 7- 系 可 以 看 成 是 右 3S- 系 . 显然 4 8 
= A QB. EVIR S 是 左 绝对 平坦 的 , 则 也 是 左 绝对 平坦 的 . // 
定义 1.4 设 5 是 么 半 群 ,F 是 S OFS ER APES Hie 
子 , 如 果 对 任意 z,y E 5,xy € 下 能 推出 xz,y € F. 
引 理 1.5” 左 绝对 平 进 乏 半 群 的 滤 子 仍 是 左 绝对 平坦 的 . 
证 明 ” 设 下 是 左 绝对 半 坦 么 半 群 5 的 滤 子 , 且 F 关 5; 则 S 一 
F ELS 的 理想 . 令 卫 = S 一 下 , 则 由 引 理 1. 3 知 Rees 商 3/P BA 
绝对 平坦 的 . BR S/P 二 FU {0} =F. ABFA FA =A 
U {09}, 规定" 在 A* 上 的 左 作用 为 :F :9= (9),0-0=6,0-A= 
{9} , 则 A 是 F- 系 . 同 理 对 于 任意 右 F- 系 8B, 可 以 构造 有 及 - 系 
- 245» 


B’, 

设 X A F- 条 ,了 BA F- Roz’ 和 和 2 CY EX QY 
中 有 并 的 y= 二 2! By’ WEE zee ez, EX ayer ey EV Sibi 
tt Sack, € 五 ,使 得 


之 一 TiSl， 

IE oss! 519 = E325 
ee: = / 

Lr = £. SnYn 一 EY 


BRT na, E ye 所 以 在 XX 人 
er HA rOy = r Wy. AAP BAP BTA TE? 
U x'F") er PR rO y= r Oy. AKRERSRATH zx, 
erap © CFO EB asp athe Sats © Posy sya E Y° H c= 
zS Hx, AO, 40. Ay = ho, Wt, Æ Oy, 和 有 再 由 并 出 一 
XS. 知 Ta Iss, Æ 0. MAE FH. BM zz, EFUFE, 
Vast ys E Vespety ste Suet, © ,A 以 在 (xF U x'F) GY 中 有 zx 
Oy=2'@y ALY SEW F- 系 . 即 F 是 左 绝 对 平坦 的 / 

定理 1.6 设 乏 半 群 $S 是 群 并 , 则 S 是 左 , 右 绝对 平坦 的 当 且 
仅 当 S 是 群 的 半 格 . 

证 明 AS RRA EES 是 逆 乏 半 群 ,所 以 由 定理 1.1 知 
S 是 左右 绝对 平坦 的 ， 

反之 , 设 S 是 左右 绝对 平坦 的 .因为 $ 是 群 并 ,所 以 $ 是 完全 
音 半 群 的 半 格 . 设 S = UUS., 厂 是 半 格 ,5, 是 完全 音 半 群 .对 于 任意 
8E€ET, 令 

Sm =U {S.la € T,a> p}, 

则 Srs Æ S 的 滤 子 . 所 以 由 引 理 1, 5 易 知 Srp 是 左 、 右 绝对 平坦 的 . 
由 定理 5.5.5 知 5rg), 从 而 5 的 任意 两 个 左 ( 右 ) 理想 有 非 空 的 交 ， 
由 于 Ss 是 完全 单 半 群 ,所 以 S, 是 群 ,因此 S 是 群 的 半 格 . Hi 

设 5 是 半 群 . 称 $ 是 左 ( 右 ) 绝对 平坦 的 ,如 果 乏 半 群 5! BA 
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CA) 绝对 平坦 的 . 

下 面 的 推论 是 不 证 自明 的 ， 

推论 17 带 B 是 左 、 右 绝对 平坦 的 当 且 仅 当 8 是 半 格 . 

推论 1.8 完全 单 半 群 S 是 左右 绝对 平坦 的 当 且 仅 当 3 是 
群 . 

注 1.9 关于 定理 1.1 的 证 明 , 这 里 采用 了 Bulman-Fleming 
H McDowell 的 原始 证 明 , 这 个 证 明 不 依赖 于 前 两 章 的 结果 . 如 果 
利用 前 两 章 的 部 分 结果 的 话 , 可 以 写 册 定理 1.1 的 很 简单 的 证 明 ， 

AAS 是 正则 的 , 且 对 任意 x,y E 5,z 5 XX y = ra yy y = 
yy'a y E cS fN) yS.z = x2' Alay) crc = xX, 所 以 由 定理 
4.5.12 知 所 有 S- 系 是 弱 平 坦 的 . 又 对 于 任意 u,v E E(S),zx = uv 
= vu € Su f) Sv,z = wvp(u,v)v, 所 以 由 定理 5.3.4 知 任意 弱 平 
H S- 系 是 平坦 的 ,所 以 任意 S- 系 是 平坦 的 . PA AEREA 
S- 系 是 平坦 的 . 
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设 S 是 半 群 ,e,f E Els). 我 们 知道 e 委 了 当 且 仅 当 = ef = 
fe. 显然 若 3 中 有 和 零 元 0 和 乏 元 1 时 ,对 任意 e EEO Ses 
L Be € EO 是 本 原 寡 等 元 ,如 果 e 关 0, 目 在 序 关系 去 之 下 ,是 
ESE SCRA PHRASE. 

设 S 是 带 零 正则 半 群 , 称 S 是 本 原 正则 的 ,如 果 的 任意 非 零 
备 等 元 都 是 本 原 的 . 

定义 2.1 设 半 群 S 中 含有 零 元 0,x E 5. 记 

annl) = {sts © Sysx = 0}, 
atab(az) = {s E€ Slr = zx}. 
同 理 可 以 定义 集合 ans, (r) 和 stab, Cx). 

定理 2.2"” RS 是 本 原 正 则 半 群 , 则 以 下 两 条 等 价 ， 

《1) S 是 左 绝 对 平坦 的 ; 
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(2) 对 任意 x.y € 3, 若 anni(z) = ann,(y), Ml) zS = yS. 

WAR (D>) Kaye S.A#rKAl As & ys, Mj yA 
1, 所 以 xS % 3S. 因 此 由 (2 FER w, Efa w E annl) 一 
ann,(y)) U (anny) — ann,(x)). 4 w € ann,(x) 一 anni(y), 则 
由 本 原 正 则 半 群 的 性 质 ( 见 [29] 第 6.5 节 ) 可 知 yE Swy w E 
ann;(y) — ann, r), M) x E Swzx, 当 yyE Swy 时 ,存在 x € 5, 使 得 
y 一 zteyy 所 以 uw € stab,Cy) 门 anni(z). 当 x € Swzx 时 ,存在 v 
E 3, 使 得 zzoz = x. AY ow E stab x) N ann; ty). AIE S! RA 
如 下 性 质 : 任 意 z,y € 5!, 或 x 二 1, 或 + E yS, Ranne) N 
stab;(y)} U (Cann,Cy) N stabil) + Ø. 

R AEH S-A, BEES- gaa E€ S,b BY € B,EAQB 
中 有 a Bb =a! OO MIFE aeta, © Arbrit 56, E Bs 
meS, 使 得 


a= aisis 
ait; = Q232， sib = tibs 
at,=a', 5,0, = t,b', 


下 面 对 使 用 数学 归纳 法 证 明 在 (aS! U a'S') @B PR a Wb= 
a Qr. 


n ee 1, 则 有 
ü = äiss 
ab =a, sb = thb. 


Eh =l Mla =a € aS' Ua'S’ RARER. He € ss, 
FE u E S, Ea = su HUME s € VGs,),a5,', = 
asis su = aysyu = at = 2’ ALA 

a = (as,')s;, 

las i = a’, sb = fb. 
REGS! Ua SYQBHPE aNd = a Oh. ann,(s,) N stab,(z,) 
天 Ø, WFE z € S ,使 得 zs) = 0,22, = i. A 0b = ț zsh = 2th 
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= 4b = sb, FELLE 
a = (asi )s1, 
lasi 0 = (a't O, sib = 0b, 
(a't;)')t, = a’, 0b = 7,6’, 
这 里 5 EVD E VG). PUES U aS GOBHA aQ 
b =a QH. Æ ann G) N stab,(s,) ~ Ø, NA AERA A% 
地 证 明 . 
n> 1. MRA = 1, 则 有 
a = dCs), 
zt, = dss (595, )b = lbas 
at, =a’, 5,0, = £,6', 
所 以 由 妇 纳 假定 知 结论 成 立 . 如 果 s, = 1, 则 可 采用 同 土 类 似 的 方 
法 证 明 . 设 6 E sS WEE u ES 使 得 上 一 Da 所 以 aa = asu 
= au, 对 如 下 等 式 组 使 用 归纳 假定 ， 
a = ass 
ati = au, 8,6 = tib» 
PARES U a'S') OB PR a®s = au 6. 辣 样 对 于 等 式 组 
au = A575 
Qt, = asz, Sob, = toby, 
at, =a!» 5,0, = 6,6, 
由 归纳 假定 知 在 (aS U a'S') OB PR au ©, =a! Qo. AE 
aS! USOR PE aD a OH. MRS, € tS, 则 同上 类 
似 的 讨论 即 可 完成 证 明 . 

i# (ann,(s,) fì stab(2)) U Cann, G) N stabl E S, H 
(ann,(s,) f stab,(z,)) U Cann, C) N stab: Cs) A S WFE z we 
ES ,使 得 xt, = t,,25) = 0, MAF es, = Szt = OWS 一 S, tn 
0, 或 者 wt, = t,.ws, = 0. PELA zs:b = zt,6,,ws,b, = wt,b'. Aik 0b 
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= tib, = sb = 0b, = + = 0b, = Ob .08' = sb, = tb’ = 06, = 00 
= 06, = 00. 故 有 如 下 的 等 式 组 : 
a= kasi sis 
las, YO = Cate D0, sb = 0b, 
(a't, tn =a’, Ob = tb. 
所 以 在 (aS' Ud S) 因 避 中 有 a 因 上 =a QH. 
这 样 就 证 明了 B 是 平坦 38- R. 所 以 S 是 左 绝对 平坦 的 ， 
(D>) BS 是 左 绝对 平坦 么 半 群 ,但 $ 不 满足 条 件 (2)， 
WEE z, y E S, fE anlo) = ann, Cy) H S E yS. A A S EE 
原 正则 半 群 ,所 以 xS 门 35 = {0}. ix = 0, il] ann,(2) = ann (0) 
= S = ann: (y) PFE y = 0-A M rS = (0} = ys FB. PA x 
0. 下 面 证 明 $1/4(x,y) 不 是 平坦 的 . 
显然 在 5' @S1/Xz,y) 中 有 因 1 一 y@1. WRES U 


YSN OSA, y) HOR eT = yO. WIE a, ,ar E (rey), 
Sashya" Sy ak, (= 5S1, 使 得 


x£ = Ass 
ait, = a525 5, =ths 
at, = Ys Sn = Ene 


显然 存在 i € (0,---.n) ,使 得 cz =a, = =a = 2,4, = VHT 
方便 , 记 ao = raupi = y). PPL at, = ysi E 2S N yS. Bat #0. 
否则 ,; 设 x# = 0. Ma € ann t). AW sA yd MH anne) = 
ann,(y) ,所 以 容易 得 到 anniGs) = Enn, (t). Alb x E ann,(s,) Bil xs, 
= 0, rt = 0. ee PH, OS zt, = 0. 所 以 x € anG) = 
ann,(s,). IAM z =a, = rs = 0. ar KORA IR. PU O A art; 
E S N yS. XM S N yS = (0) HR. 矛盾 说 明 在 (zS1 U yso & 
Slay) Pr@TAyQ. 所 以 S1/4Cz,y) PETHS- R // 

从 上 述 证 明 过 程 可 得 : 

定理 2.3 WS 是 本 原 正 由 半 群 , 则 以 下 几 条 等 价 : 
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d) S 是 左 绝对 平坦 的 ; 
(2) 任意 循环 S- 系 是 平坦 的 ; 
(3) EE S- ASF: 
(4) 任意 循环 S'- 系 是 弱 平坦 的 ; 
(5) 对 任意 x,y € 9, 若 anni(Czr) = anny), W z5 = yS. 
完全 0- 单 半 群 是 特殊 的 本 原 正 则 半 群 , 设 S = (GT ASP] 
是 完全 0- 单 半 群 ,其 中 六 4 是 非 空 集合 ,C 是 群 ,下 一 Cp.) BOE 
的 4 X TEE, BANE 
YViE€ TIAA A, (EIE pu 40, 
AE Ag: E E py £0. 
A SP) = (qu) EC EMM EMH AX EE: 
ofle WR bu #0, 
aa i WR pu = 0, 
其 中 1 是 群 G 的 单位 元 . 
定理 2.4 设 S== eG I,A;P | ge Rees 矩阵 半 群 , 则 以 下 几 
条 是 等 价 的 : i 
(1) S? 是 左 绝对 平坦 的 ; 
(2) 任意 3 - 系 是 弱 平 坦 的 ; 
(3) 任意 循环 S!- RESTE, 
(4) s(P) 的 任意 两 列 都 不 相同 . 
证 明 ”只 需 证 明 对 于 Rees 和 矩阵 半 群 S =LA P] 28 
2.3 中 的 (5) 等 价 于 定理 2.4 中 的 (4) BPAY. 
设 SCP) 的 i,j 两 列 和 相同 , 则 有 
Px FS py AAO, VREA 
Sar= Qiy = Ajd HP» © 4 容易 证 明 ann) = 
ann,(y). (HH i + j Pre aS A yS. 
RUKH r = Gipsy =a MYECS, Fix Macs 
E 站 .因为 sCP) 的 ;7 两 列 不 相同 ,所 以 存在 A€ ASSETS pa = 0 
而 pe #0. Sw = (iA) R wre = 0, {8 wy + 0. PLA ann, Ce) 
Æ ann; (y). i= MaS = ys. A 
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Vie IWAEA, 


例 2.5 令 S 王 AL naD] WA EE 2 amS 
是 而 绝对 平坦 的 但 不 是 左 绝对 平坦 的 . 

称 半 群 5 是 同 余 自 由 的 ,如 果 除 了 LA SX 5 以 外 ,5 再 没有 
其 他 的 同 余 , 下 面 的 关于 有 限 同 余 自 由 半 群 的 构造 定理 可 见 
Yamura[ 160] 或 Howie[70 ]. 

定理 2.6 WL = (eee ym} A= {leh P = Che) 是 元 
KAUR F {1.0} 的 nx X m BH ARTA ETAEMAIES oc, 
任意 两 个 行 不 相同 ,任意 两 个 列 不 相同 . 令 S = Ux ADU 10}. 
Cf, 如 果 py = 1, 

0, 如 果 Pay = 9 
(,A)0 = 0G,A) = 00 = 0, 
WS EMA mn + 1 的 同 余 自 由 半 群 .反之 ,任意 含 零 元 的 有 限 同 
余 白 由 半 群 都 可 如 此 构造 . 

因此 有 如 下 的 

定理 2.7 设 S 是 带 零 的 有 限 同 余 自 由 半 群 , 则 5S! 是 左 、 右 绝 
PIS EH. 

由 定理 1. 1 知道 么 半 群 是 左 , 右 绝对 平坦 的 . 利用 本 节 的 结果 
订 以 给 出 左 、 右 绝对 平坦 但 不 是 道 半 群 的 例子 . 


例 2.8 WO= (T= A= 1,2)? =] a) eff Rees #8 
KRES = (GC J. AsPLJUSEAREAR HEH. SB 


左 , 右 绝对 平坦 么 半 群 ,但 S 不 是 逆 半 群 ,这 可 由 S A PRA 
看 出 ( 韭 平凡 部 分 ): 


(AF) -1 


mm n ma Rajaa 
» vw | 
oR © 81% 
ox» O "| 
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$3 广义 逆 半 群 


KS LEME. RSE RRR MR ECS) REM. 称 
S 是 左 ( 右 ) I Mi RECS) BACH) 正规 带 . 容易 证 明 S 
是 广义 逆 半 群 当 旦 仅 当 5 是 正则 的 且 对 任意 z,y € SHR SE 
ECS), 84 refy 二 Xfey;S 是 左 ( 右 ) 广义 道 半 群 当 上 且 仅 当 3 是 正 
则 的 且 对 任意 zx E SAE e, E€ ES), BH zef = xfelefz = 
fer). 本 节 刻 画 左 绝对 平坦 的 广义 道 半 群 ,其 主要 结果 取 自 于 
[18]. 

命题 3.1 BS FEAST SOPRA HE, ;es Sih € E(S) ,满足 
eRe f Rf fe = fife: = fo MRS Fd © Aed V 
Ast IBA fi = Fo 

证 明 WA, = Ale, Sf) A = Ale S) PHA A AWA Y 
k = ÜD, RERE SD € OURS, = S X n EAREN 
纳 法 . 

BUS SD) ED MEE E SBR Aza, Bez = fi N 
fis fod © dee LA Ss = Fo REFER, oo te E S, {eds} = ier fa) 
i 二 1,2，… ,使 得 


Íi = ta 
tid, = tet2s 
td, == Ía 


ELRERADAR e AA fzez = S MR A = fiende = 

frer Hy = Co NMS Se = hefa = tief af = thet, =i fafi = 

nd fr, Ba = fe Wh = thle = thehk = herfots = bers: 

= id fa MS ER. BUTTE SS, = ad = 

toda f, =o = td fs = fy. MIB WAS a PA fie, — fizye ES. 
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因此 fife: = fie. AAS 是 右 广义 道 半 群 ;所 以 = fie 一 
fofyes = fifre = fifa = fo hz = fe WAS) CA. ERD 
的 讨论 即 可 完成 证 明 . PA PIA Ae AK WA) EA, 
(fs z) € à 所 以 同上 类 似 的 讨论 可 知 fies = fize = zsh; = 
afifi = forze, =z, fi = za BR r ALe = 1). Rr € 
Viz) WA 
ff, =2h, = sfe = era] e= efaz ze 

=a fizz = zfiz' ze, = zz'z fie, 

=z fie, = fie = fifie = fifre = ff 

= fa 

ikon > 2, fof) € P., WEE z.2, € S. 使 得 

PP zihied o A = za M SONAL RU SOS. WIA 
纳 假 定 即 知 fi = I. fi =z, M] Í idiz:hs fa Bl ÍD fa 若 i= 
zz W FA OL AP Ae RASH. PRA An AnA 
fy. 类 似 于 前 面 的 讨论 可 知 Bey = Zy oe) = Api 一 Lofis Lots = 
Zr s frea = farzafz = Sa MWA = Sif = ahh = afi. X fie = 
Firza, = zz; 所 以 容易 证 明 ( 所 ,zx;》E€ 如 (利用 命题 1.1.3). 因此 
SiP Sf, BS, = fy. if 

下 而 是 本 节 的 主要 定理 . 

定理 3.2 设 S 是 右 广义 道 半 群 , 风 以 下 三 条 是 等 价 的 ， 

(1) S) 是 左 绝 对 平坦 的 ; 

(2) 所 有 循环 S- 系 是 平坦 的 ; 

(3) HRe, Sg E ES) ,全 有 :eg = Jg R efg = egf. 

证 明 (1) 二 (2) ”显然 . 

(2=(3) 设 e,f,g E E(S), 但 efg A fe. Se, = fg,e = 
gf ,fm efg, Sı = egf. F RWE esez: fisz E ES), He Kez, 
HEAR fier = A » /2€2 = Sas 记 A, Me sf sA = Alers fa) sP 为 
S EH Cese ER Re R. A Ae Ke, ,所 以 eies = eaveael = 
en ry E S H rgy War = y RFE tot, € S1, 使 得 
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z = És 

dit) = Cats, 

at, = 3 
Et (c;,d;} = {elyez} st = ] ym 显然 ez = LCV 二 yY eT S Ts 
ey 一 y， 设 test, ES. Be =e, Ml) d, = ez， 所 以 eT = et = 


Lit = ey ity = Liat = edit, ea = lEt, = Eel, = 8ztl = edt 


FF cy = ez, MM d, = e s FELI era = eet = et, = edit) s£ = et) 
= @jesti = eeit = edia. 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 er = Adz, = 
hy, Hrph E lene). PEL z= er = hy = y. Bhet € SH ta 
一 1, 则 有 


T= Cyt Aly = Cota te its 一 Ci 
同上 类 似 的 证 明 可 知 c = co © leiert. FAFA AT UEFA y © terse}. 
AA rey WW c= y Rirey} = lever}. 
fe S-AR aS USS ->S/p 如 下 : 
als) =s, VsE FSU SS. 

fis = fa MM fiso fit. his Aft WI fis Sot} = le sert Sis 
=e, Mi fie: = e, i b e, =f, Bl fe =efg. FR. i fis = en M 
Siez = e: HVA ef ggf = ef WW fe = Seg = gfg = efefe = 
efe. FI. MU Ss = 六 :同样 的 方法 可 以 用 来 考虑 其 他 情 
É. HH a BARS ES/OS A VAD BRS @O1L=1@OF 
一 1T 因 =e @1=-¢,@1=1@4=1OF=f.@01. AAE 
环 5- SA V AD EPR AES U 8) @S'/A V 
AD FES OQI =f, @ 1. AME aea, E LSU SS sbs 
by E S' 515th Syta € SAE | 


fy = Qi3y 
at, = Sos s1 =h bzs 
at= fxs S b= hl 
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FE fi 一 as V Aab: = azb lÀ V ho)aztsbi 一 … 一 
a5,06A, V A)a,t, = fas Ef AA y Ma) fo FA Bi — tt Rp 40 S, = 
fy UA efg = egf. 
(93>) RARAS- A,B EAS Ruaa € Abb E 
B, AQB PR ah =a OH ME a, a, E 人 加 
=I 


€ Busy sty ett? sSustn E 5S' ,使 得 


a = ASis 
ait) = dzs; sb = t,5,, 
at, =a’, $,0, = tb, 


FERKA ARRENE OS Uad SODOB PA a@s =a' Se. 
约定 对 于 sx E€ S, E VG). 


没 = 1. 此 时 
a> äiss 
aye, = a’ , s% => ib. 


NS! 是 正则 的 , 且 对 任意 rsy E S,z = rd yy z = yy rre = 
yy x E rS Ny ,z= rr yy cz, yer yy y = Zr yACa y) X 
= x, 所 以 由 定理 4.5.12 知 所 有 S- REREH. 因此 由 引 理 
5. 3.2 HE US V a SD OB PH aQ b =d SH. 

Rad l WMR at = asi € aS’ Ri E 1 一 1}， 
则 有 如 下 的 两 个 等 式 组 : 


Qa 二 ds1. 

aiti = A352» 5,6 = hbs 
Si 

diti = CH， sib; = hbi; 

at; = di4 isit 

Qipti = Gipadirey Sebra = bibit» 
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Aaly =a’, 8,6, = £,6'. 


H HARE T A, E aS Ua, 15:48) OB PH eb = 4,-5.4, 8 
bi Elas Ua'S) QB PE ah Qha a 5, 所 以 在 (a5U 
a'5) QB tH aQb=a' Qb. ME. 

设 = 1l ilat = at, € as, 所 以 由 前 面 的 讨论 知 结论 成 立 ， 
设 s5 = 二 1G > 1), 则 有 


a= AS 
aili = CQ232 4 sb = bibas 

Qi 一 人 ,二 13119 S; 195-1 Pe £4,044 
at, =a’, 8,0, = t,6. 


由 归纳 假定 即 知 结论 成 立 . A = li E (1,…,n), 则 可 采用 类 似 
的 证 明 . 
所 以 以 下 假定 5,4 1,2; Æ Tse € {leen & 


Zi = Sy Zip = Tbe 1's (1) 
Z =S Zip = Sb ess (2) 
W, = fa s l W: = 古语 (3) 
we = ny W; = Si! 1' o (4) 
其 中 1 志 i 二 一 1. 容 易 看 出 ,对 任意 i E€ {1,…,n}, 有 
ws, = wz,’ s (5) 
aly = Zw, (6) 
对 利用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 对 任意 i E {1,…,n}, 有 
az, = a;z;' is (7) 
aw, = dre Wi. (8) 


例如 , 当 z = 1 时 ,azi 一 ar = ass = az z. M 
A311 SARS) = GZ, iliS ORARE) 
=a,2/ Zitti ts 
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1 了 
malt; Zi Citise. 


tot 7 
= ts be Za ZES 


,PY PE Serr (由 (1) 和 (2)》 
所 以 (7) REZ. (8) 式 可 类 似 地 证 明 ， 
A> 
<< 
e; = tz! Bibi (9) 
fi = $i wl Ws; 5 (10) 


其 中 i = lee, Het! tise) .sir = b Ga Sero R EES a'S = 
tt! teesse Sep = Get si St T GE bs 8a = BSa Ses PELA 
Ohi =A; Spey = Ae Se har’ Sint 
=e Sip, Sig. = UES Sia 
= att, Zi 2;t,8;4' Sial (tH (9)) 
= ibis | Fi | 
SAZAS; Sone (出 (7)) 
BR at; € aS), 由 前 面 的 讨论 可 知 结论 成 立 . 如 果 Seis sts = 
ss 让 二 : 则 类 似 的 证 明 可 知 结论 成 立 . 
因此 ,由 条 件 (3) 知 有 


et? Siri Sin) = GSi Sipak bis (11) 
Fig rt tin Sy = Jisa Siet bie (12) 
这 里 1 Sign — l. BME 
Sire = Zipi ey Sirs (13) 
tJ. = U Wilis (14) 
这 是 因为 
ti Sig) Stt uf eSa Seva 《由 (10)》 
=t; fib GS 1 Si 
tif ig Sia Seb ti (由 (12)) 
=t; fiati te {由 (10)) 
= t)5j4 Wip l Wisik; Es (由 (0)) 
=w wit; 《由 (3),(4)) 


* 258 + 


(13) 的 证 明 类 似 ， 
如 果 ? 是 奇数 , 则 考虑 如 下 的 等 式 组 : 


a = (asi' da, 


Casi YS = as) sb = sib, 
Aity = dz52s sb = tibg, 
Ant, =a", Saba = tb. 


所 以 可 以 假定 是 偶数 . 
现在 证 明 如 下 的 等 式 组 成 立 : 


a = (azi)si, 


(azı i, = (az, )Sz， sb == tibs 
《CZ tay = (UT) Sas Sn bs 1 = ib,, 
(az, Jt, == (AZn Wa bn sb, = t,b' y 
(AZ gb 8 = CAR yWy— ins tf’ = 5, Des 


(AZn WR) 8842 = (AZWA tl te yobt44 = St42bE42 


站 
ta Ay = Ga nm n Fn n = gu a 
aRar Wa + | $441 (a 1 S125 Jta, t24b242 5241024 9 


(a'w size dss = (wszy tay ， L304+1 = szbz, 
(al WSZ )52 = laws z Ms Lob; = Sabz, 
la wsz dS = la'w )ss tib, = sib, 
(a'w,)t, = (a w)» sÈ = thor, 
(aw, tay = CalwrdSas Si | = faba» 
(aw, )t, = a’, sb, = t,b'. 
BRAD HSRAAME. MF lisa -- i, 
azt, SA: Zt; (由 (7)) 
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一 人 
=a bt z Zib; 


as. 8, 16) zi ZA; 


=A; S418; 《由 (C9)) 
a Cit 《由 (13)) 
=Z; se (由 (7)) 

WET +1<i<a-1, 
UZ Lye Sey) ALi Wg Wg Sy 07 (由 (6)) 
= az tisig ty TO LS (由 (1)) 
二 GZ 《由 (010)) 
==azw; Wit: (由 (14)) 
=az,l,w,t;. (由 (6)) 

WH. 

Ae fyW 4 S24) SATAWA UWR p SEY 《由 (6)) 
Sazzy zrwr wzy Spa (H7) 


ae t ! ESM 
agza ZaiRSA p Wap WASE (1 (4)) 


Sazzy zats fe. (由 (10)) 
= id nt H n! n n | 
Sagzza' zywa wats (由 (14)》 
=aswea'waza'gntne 

2 2 o o? z 
二 a (由 (8)) 
=a! wn sz (HGD 


其 他 等 式 的 证 明 比 较 简 单 或 与 上 类 似 , 所 以 在 (zaSl U aS) QB 
HA a Qb = a Oe. MB 是 平坦 $1- 系 . / 
该 定理 的 -个 直接 推论 是 : 若 S 是 北 半 群 , 则 5S! 是 左右 绝对 
平坦 的 , 即 定理 1. 1. 
REAA EM. ME EARE ER, E E = pRa 
fia JEP EER Ra € D 是 右 零 带 ,E = UR Papi Ra 
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Rala > B) 是 结构 同 态 . MERA SAAR WR a> BR, 
Gna 是 常 值 映射 . 容易 证 明 所 具有 常 值 结 构 映 射 当 且 仅 当 对 于 任意 
e'f,g E E, E efg 一 /8g 或 efg 一 egf. 因 此 定理 3.2 可 以 说 成 : 
E SEAT SAR MUS 是 左 绝对 平坦 的 当 和 且 仅 当 E(S) 具有 
常 值 结构 映射 . 

推论 3.3 KS 是 完全 单 半 群 的 强 半 格 , 则 S 是 左 绝 对 平坦 
HHRH S A RY ORM A ECS) 具有 常 值 结构 映射 . 

WAR RS = URT RAB RC E 工 ) 是 完全 单 半 群 . 若 
S' 是 左 绝对 平坦 的 , 则 类 似 于 定理 1.6 的 证 明 可 知 每 个 R BA 
八 , 即 右 单 左 可 消 半 群 . BRR, 是 右 群 当 匡 仅 当 R。 是 群 的 不 交 并 
且 这 些 群 的 单位 元 构成 右 零 带 , 所 以 EGS) 是 右 零 带 的 强 半 格 , 即 
ES) 是 右 正规 带 . 因此 由 定理 3.2 知 EC(S) 具 有 常 值 结构 映射 , 反 


过 来 的 证 明 由 定理 3. 2 即 得 . AN 
推论 3.4 KBR GEM. ED 是 左 绝对 平坦 的 当 且 仅 当 
B RARER. H 


为 了 考虑 广义 道 半 群 , 先 给 出 下 面 的 引 理 : 

. 引 理 3.5 WSHAYH cE 5,4 是 右 S- 系 ,a,a’ CAM 
在 4 四 SG 中 有 a 因 1 一 < 1 的 充 要 条 件 是 a 二 a' RF 
TE ay yt, © Aas aly set Su ota E Sy RIS, ot} = {ssthi = 1， 
ny H. 


a= disis 

diti = A252, 
a) 

Aputa = @. 


证 明 EA LE MHA GY MF: 
aga’ Sa = al RE ca。 C A, 
Siss ttt Snota ES, AAR 
{st} = (sath? = lpn, 
且 如 上 等 式 组 成 立 . 
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容易 验证 % 是 4 上 的 等 价 关 系 . (ERR AX S/A) > A/p M 
下 : 
Flau) = au, Ya€ A,YuES, 

i fe LAE laru) = flasu) (Y z,u € S.Y a€ A). fi 
LAFEFEIR GT F:A@S/As,6) ~ A/4 H FERH. Aa QT = a 
WIiSF(a RTI) = F(a 网 Taya' if 

定理 3.6 KS A RRR. AS 是 左 绝对 平坦 的 , 则 5 是 
Ay Soe RR. 

WBA ike, fC ECS) Wid efe =e, fef =f. Pikef =f. 

BR S- R S/A. BRES QS /Mef) HA Ol =F 
的 1, 所 以 在 (eS U FS) @ S'/Ale. SJ) 中 有 e 因 1I= QTI HR 


3.5 Ble = f MA FEE a, 07 sas E eS U FS 45, ti 15,1t, E S'S 使 
48 (5; -t;} = {esf},i = 12n H 


€ = 45]: 
aif) = Cz32， 
Anla = f. 


显然 fs f = SAA aJe =a,fs fe = as, fe = efe = e, BARE 
arije = elk È 2), M afe = afs fe = arife = arriti fe = 
as_,St,_ fe = aJe 二 =e. 所 以 由 数学 归纳 法 知 对 任意 i € {1,…， 
n}, afe = e. NR afe = e. 了 所 以 ef = a fef = af =a,ft,f = 
atf = ff =Í. 

现在 设 e,f,g € E(S), 令 z= 二 efg:y= feg Wry E ES), 
H wr = z,yzy = 3 所 以 由 已 证 的 结果 知 zy = y Bl Jeg = 
efgfeg =efg. RS 是 右 广义 道 半 群 . if 

定理 3.7 RSE VERS 是 左 绝 对 平坦 的 当 且 仅 
4S 是 右 广 义 逆 半 群 旦 五 CS) 具有 常 值 结构 映射 . 

证 明 ”由 定理 3. 2 和 定理 3.6 即 得 . MY 

推论 3.8 设 B 是 正规 带 , 则 8B! 是 左 绝对 平坦 的 当 且 仅 当 B 
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是 右 正规 带 上 且 具 有 常 值 结构 映 射 . 

推论 3.9 设 8 是 左 正规 带 , 则 8B! 是 左 绝对 平坦 的 当 且 仅 当 
B RFH. 

证 明 若 B' 是 左 绝对 平坦 的 , 则 上 B 是 右 正规 带 ,从 而 8B 是 半 
格 . 反 过 来 的 证 明 是 显然 的 . A 
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本 节 考 虚 左 绝对 平坦 带 ,其 主要 结果 选 自 [201. 
BBW. BEATING MRM TER cy E SH zyr 


ll 
Ne 
§ 


定理 4.1 B BER EB Bes. BREN 
if. 
证 明 RRA NOAA RL ATE B = U B., 
Kp r EPR B, 是 矩形 带 . 对 于 任意 BE r,e 


Bis, =U {Bla E€ Ta 三 及， 

则 Bry 是 召 的 滤 子 ,所 以 由 引 理 1. 5 知 Bly, 是 左 绝对 平坦 的 . 再 由 
定理 5. 5.5 BZN Bre ATI By 的 任意 两 个 右 理想 有 非 空 的 交 . 设 
A) E Bs WG, ABs E ADB AD. UEC Os 
G) © Bg, 使 得 Gp) =A ,1), 由 此 即 得 i = i. 
所 以 B, 为 右 零 带 . 因此 B 是 右 零 带 的 半 格 , 故 B 是 右 正则 带 . / 

所 以 在 考虑 左 绝对 平坦 带 S 时 ,假定 S 是 右 正则 的 . 

AS RAEN US = US. HT EER ETS. BAS 

带 , 且 SS5 5 Sas fl S 是 右 零 带 的 半 格 ， 

命题 4.2 设 S 一 山 S, 是 右 正则 带 , 则 以 下 两 条 是 等 价 的 ， 

(1) 对 任意 a, B € Prax 8, 任 意 yD ot sem Um E Ss. ft 
Ay S-A A EË aoe ng, E AMR au; = ama A Sism), 
那么 存在 ww € Sa fE awu = a,,,0,(1 Si <m); 
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(2) WER a. BC D,a < B AEE uU Um Un © Sasi Or 
= Orl Goo) ot CUD) 为 5S BJE Ht) 90s Ctm Va) 的 最 
小 右 同 余 , 则 存在 wE S。, 使 得 (wwiywvi) € RU SiS m). 

证 明 DSD A= S/b u EMM. AHS; 
BOSH IL uu: = mu; = 4, = v; = uo = wv, 1 KiS m, A 
此 由 (1) 知 存在 w E S.A Bu wu, = uw, ism). WS. 
BER AW aw = aww = w, Bh wu beww (1 Sim). 

DSQ) R A BIERA S- Kodi rang E A, H au = 
ai SiS ma). 由 于 Sp 是 右 零 带 ,所 以 Ate, = AU; 一 人 HI 一 
44.01 SiS m). 对 任意 5s E Se, BIRA as = aias s FU as = 
asl Kij Sm Htl. MEBs € Sua < BraS = ass = aus = 
40S = digis 所 以 as = ajs, 1 Sij Som Hl jE be = Orl Cs, 
V) y (Up sty) rts Uns Um) s (Onsun) (2) ME w E SE 
(wu; wv:) E RO SiS m). MERA © (1,…,m) ,要 证 明 awu 


= apy WU. 


设 wu, = WU,» D) awu, = apur Wu, = app UW, = Ag p VEV, 一 
Art WU, Sit MIL. 
设 wu, ~ wor MEE 8002255, E S's YZ t Inte E Sg, 使 
FB Cy ots) E (Cte 01) Cy tay) ott y Cem sUn) r Um stem) t AL 
Wi, = YiSi5 
ZS, = yzszs 
Sq = WU. 
对 任意 i E fenh FE Ji € (lsem) ,使得 (yi,z;) € {tjs 
v) Coru) t 所 以 有 


aW, =A, Y1 = Aj YS = Aj ZS = di Y2 = aj Ys 


=a j 282 = 5 Aj ZnS 一 A, WO 
È 
=a, p WUE. ~” 


下 面 是 本 节 的 主要 定理 . 
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定理 4.3 RSE. AS 是 左 绝对 平坦 的 , 则 对 任意 a,8 E 
Ta 之 8B, 任 意志 yy Un © Sa FEW 5S., 使 得 Cvww wo) 
€ Or = Oel Cty sV) ote Chin Un) CL <i < m). 


证 明 S 是 右 正则 带 , 所 以 S 是 右 零 带 的 半 格 , 即 3 = US。， 
每 个 S. BARW E S {uy vo Clete) fe 
首先 设 OCP) 1S. K SD TAA AS KAATAA). A 
a< B, APPAREL w E Se, EE wu = zol £i S m. 类似 
于 定理 4.1 EEA, ARE a Æ r PA Roc. 由 RE 门 
S. X SDT ARRENE RY BMS Se S/0k OCAK a 
E T Hae PLAS, EA S- &). AER E S.S 
Y = S'y Ú S'y Ù = Ù Sy, Ù S'y! 
EHHA S- Roy yot yaey 是 其 自由 生成 子 . 记 
G = { (yti yi), CUY de ya) aes 
(ty Yn tm yn) s UnYm bY} s 
A= XAG) 是 由 G 生成 的 YY 上 的 同 余 .在 张 量 积 S/OrCF) Q S/A p 
有 


Ly =ulQy= u Oly = u G) ayn = u, & yr 
=u On = 1 Quy = v uy = Vite Q yz 
=u, Q yz = t = = Un O) Ym 
一 tn Q Un = Un ODIY = tad Oy =1@ yz’. 
AA S/A EFE, AE SOSA FAL Oy =1@ y' ,因此 在 
S@OS/A=S/APIRALOY = LOY. Uy dy) E A. PAETE 
S19 ss E Es CEZ) stts (tee) E G U GC", 使 得 


ty = sr, 
SZ, = S223 
AE E, A 
Sazn = Ly. 
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假设 ” 是 最 小 的 连接 iy 和 iy' 的 自然 数 , 下面 让 明 (2z;,x;) € 
CC Sin). AA ly = 5,2) ,所 以 = zy 因此 (ziysi) EG. 假 
设 存 在 j 使 得 (x,,z)) € GC, AR 是 这 样 的 j 中 最 小 者 . 因为 
Si 二 Xi 而 《zzi-1) E GAPA m = z. 考虑 以 下 三 种 情 
É, 

G) zia = wy: JON siz; = sdy = ly PA 

iy = Sitit’ 
Sitit 一 3220 一 24 
San = dy’, 

这 与 4 的 最 小 性 矛盾 . 

Gi) 2-1 = uy, AP 2S jam. H szi = sa WBS, ayy; 
= Sit Yas PEVA Siit = sey SAT S wa = $v 所 以 由 a, = 
Zi Yj yi Yj Yl 可 得 sz = 8,2; 因此 下 面 的 三 个 等 式 

了 
可 用 一 个 等 式 sto = Seite 来 代替 . 这 和 上 的 最 小 性 发 生 了 予 
盾 . 

Gi) zi = Ly’. WTA sr. = sdy = ly .又 可 得 到 一 个 个 数 

较 少 的 等 式 组 ,矛盾 . 


因此 有 如 下 的 等 式 组 : 
ly = sly, 
Step Vy = SoV1 Mrs 


S2U2 一 Sats Moe 
Smt Mme = SmtiUm¥m s 
Supily’ = dy’. 
AA viet yny 是 自由 生成 子 , 所 以 有 
{= sl, 
SH 一 Hs 
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te 


Smit “= Smp: Um» 


Sm wid = L. 
S w= is WHER LSI S m,w = lsu; = is uju; = isu; = 
2 = 00+ = swtt; = Ls u; = ts; U; = (sipit U = WHY; = WU, 


此 即 完成 了 特殊 情形 下 的 训 : 明 . 
最 后 考虑 一 般 情形 . S 
S-a =U Sle Erea, 
8 = (ORE) N GS, X Sa) UA, 
W Sio 是 天 绝对 平坦 的 ,9 是 SS 了 上 的 同 余 . 所 以 Sio, 1B EAM 
平坦 的 . 由 前 面 的 证 明知 在 在 ww E 5。, 使 得 wu = wn, 1 Sim), 
所 wa a) E Og FC Sim). if 
R SER, TES GE Som pe : 
ex, fSef=e= fe. 
WS = US. ATE BS 满足 下 界 条 件 ,如 果 对 任意 ,8 E€ 
Pra < PS 的 任意 有 限于 集合 在 S。 中 有 下 界 ， 
定理 4.4 WS 一 出 3S。 Fe IE. H Tr E, YS! 是 左 绝 
对 于 坦 的 当 且 仅 当 S 满足 下 界 条 件 . 
证 明 设 e 二 Baxayi © Sp HEH 4. 3 MAK w E 
Sas W FR (wut, wu), (wu, wre, sr, Cw, wun) E Op = Ok i, 
tn) y (ey tea ote, Cty ot, ). H Crea, wu) © Or BRA 
WH) = Sis 
ames 
G Sm = Wikys 
其 中 {cya € ({u,.u|2 Si Sa} 5505, ES. AW wu, E Sas 
c € Sat FRR s, © Sa ADE cis = ess, = 5). WAL s) = 
diS, = Casg = Sga" Sm] = Smodm = WH, APL we, = wey. [EIE ay 
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il we, = wey, = wu, Ov = we, Av = va, = uv = 
iin) Me Baye ,us 的 下 界 . 

ZR SWETER i AEH S- 系 ,B EE S Raa 
E Abb EB, AQB PR aOb=a' Ob MEE aa, 
E Asbob E Bos sti Sni, E S EGG 


a = ass 
diti = Besos sb = hbs, 
ant, = al, sb, = tb’. 


FEX n 利用 数学 归纳 法 证 明 在 (aS Ua’ S) OB PR aG h= a 
QV. 


wn=1 ; 则 有 
a= Sls 
ay, =a’. sD = hb. 


对 于 任意 zy E S, z = zyz = yz € oS f yS Maz) E Alr, 
y). 所 以 由 定理 4.5.12 知 任意 5S!- ARES PIM. 再 由 引 理 
5. 3.2 知 在 (aS U a'S) 网 有 中 有 a 因 8 一 af Oe. 

n D> 1. RE E Satisi sn E Soot, E Sp Fas pwr 
6 之 8, 则 类 似 于 定理 5.4. 3 的 证 明 可 知 存在 i € {1,… 汪 一 1) 使 
feat, as U as 所 以 由 归纳 慨 定 容易 得 知 绪论 成 立 . 困 此 假定 
a1S < 之 了 ,还 不 妨 假 定 x 之 6. 由 下 界 条 件 可 知 存在 wE€ Sa Ea w 
一 ws, = = wt, = ws, = Ww( 类 似 寺 定理 5,4.3 的 证 明 ). 所 以 


a = adsl, 
aw = aw, sib = whys 
at, =a’, wh, = t,b'. 


3X BAH ME A sb = wsh = wtb, = ws,b, = + = ws,b, 

= wh, wh, = ws,b, = WD = Cot, tb == tb. PU Ze CaS U a'S) 

QB PA awWb=a' OH. H 
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定理 4.5 RS = US EAEN, H T PERBERA 
超过 两 个 , 则 S EAE Fi H S 满足 定理 4. 3 PHS 
件 . 

WEAR = 二) 由 定理 4. 3 E. 

=) RAROS- BEAS- Rad E Abb CBE 
A® BAF a@b=a' QH MFE asa, E 4 EB, 
Spot st? Saat, E 391, 使 得 


a= äiss 
ait, = asos sib = £025 
at, =a’, 5,6, = 1,5", 


PRM n AART ARIE GS U a'S) @ BR PR a@b =a 
Ob. n = 1, WU ER 4. 4 EPA Be. PLA n > 1. 
We E Sai ede PH RTT. st, € Sa HPA i = site, 
= st, ÁM at, = ast, = at, €E aS Ua'$. 因 此 可 得 到 两 个 个 数 
较 少 的 等 式 组 ,由 归纳 假定 即 得 结论 . PPA Pik. E Sofie er 
SHR Ao. 车 丁 中 再 没 有 极 大 元 , 则 本 是 链 , 从 而 由 定理 4,4 知 
S 是 左 绝 对 平坦 的 . Rie PRA RAT A. So = ab, WM eL a, 
45,€S, MAFS, RAAB Hr s PAVA t = siti AA T at) = asb = 
at, € as U a S. 类 似 于 前 面 的 讨论 可 知 结论 成 立 , 所 以 假设 & 
Se i Bi DE RRM FIER LS jit, € 5.. 若 存在 1 志 
FSA 5, € Se HP PRAT PERKE, N tsj E Se = 
Sa. Hats = aisi Bat; = aj. S41 = atsi 由 6 的 极 小 性 容易 
得 到 sisa E So. 所 以 站 = star. Moat, = ajia = 
aj bj bjs; A PB; bS jpost E Seo 所 以 ajt; = 
@j—158,-18;-16,5,4.7- 这 样 一 直 做 下 去 就 可 证 明 at; E aS UJ a'S. 所 以 
由 归纳 假定 容易 证 明 结 论 成 立 , 若是 极 小 元 ,由 可 类 似 地 证 明 . 
所 以 可 假定 wu © SLA SISD EMA tse ve ytissit1 E Sa 
所 以 由 命题 4.2 知 存在 w& So. (RAG a wt; = ajwa SSi 
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故 有 


a = aisis 

a- (wi) = a,lres,), sib =: (wh by, 

a; (wt;) = ai lws). Cws, b; = Cwt, bis 
ij by — diigis (WS; Dbi: = ties 
Gt, = a's Saba =— te! 


CHin, Mba, ite) = ais, = Qty, = a'S, aS U a'S Meh 
BOI. RUA ANI ic n). ER sb = wb, 的 证 明 为 :5s,5 = 85,6 = 
wt yb = wib (R H s & Se, APR ts, E Ss). FR Wib = 
te Pie 的 证 明 为 :bis = S418: = Ly Sip Peg) = Whee Sea 一 
ws bi BA Sia) © Sarti & Sos fT tir isin, E Sa). AW wt, € 
Sanw E Ss FEV wt, = s;pwwt. = swt, AM awt = asw, = 
awl, € aS U) a'S. 所 以 由 归纳 假定 可 知 结论 成 立 ， Hf 
由 定理 4.4 知 当 卫 是 链 时 ,S' 是 左 绝对 平坦 的 当 且 仅 当 3 清 
AEC FARCE. 下面 给 出 例子 涪 明 对 于 一 般 的 右 正则 带 , 当 5S' 是 左 
绝对 平坦 么 半 群 时 ,S 不 一 定 满足 下 界 条件 . 
例 4.6 iS = S.U Se USKE S= (asb), Sa = {c} ,Ss 
= {4 ,e} ,6 = ap. RER W F: 
| 


| @ b c d e 
a a b d d e 
bla b e d e 
c d œ c d e 
d|d e d d e 
ee ¢ d æ 


S. PRICK (abt ES PRA TA MUS 不 满足 下 界 条 件 . 容易 
证 明 满足 命题 4.2 中 的 条 件 (2)., 所 以 由 定理 4.5 即 知 5' 是 左 绝 
ASAPH, BaF. 

+ 270° 


$5 全 变换 半 群 


设 和 是 集合 ,所 有 斑 到 和 的 映射 构成 的 集合 按照 映射 的 合成 
(从 左 到 右 ) 构成 一 个 半 群 ,叫做 集合 和 上 的 全 变换 半 群 , 记 为 
F(X). 

对 于 和 任意 x &€ 六 ,任意 5 € FX) E PREES PHBA 
oUF se TCX) WFE X EHER m: 

TRYS = ys, YY Xsy EX, 
Wz. EX 上 的 等 价 关 系 ， 

THE F(X) 的 基本 性 质 . 

命题 5.1 Rs, te .F(X), 则 存在 uw CTX) ,使 得 zs 一 
TERI Xt CS Xs. WA t Ses. A Lts = Xe. 

证 明 Æ us = 2, W] Xt = XCus) = (Xu)s C Xs. ROK Xt 
C Xs. 对 于 和 任意 和 © Xt,y E Xs. RICK x, E X EG zs = y. 
如 下 规定 zx C7 (X) MER EX, G y= zt E Xs ME zu = 
x,y 显然 rus = xs = y = at, fl us = t, ii 

命题 5.2 Bs te 7 (X) MRE © F(X) ARR sv =e 
AY EE RPE n, C tw 此 时 记 为 1 Sas. 所 以 sien, = aa 

WBA sv = Ary CX. EG czy Mi rs = ys Ah xt 
= yt B remy. RZ, Com. BLE UX >X., 

(rs) = rt, Vas € Xs 
IS 7, YVxuE X—- Xs. 
F rs = ys Ml xt = yt AELA o APRA. 显然 sv = t. if 
ste F(X), ids Sat Ws Sat (AG) | A. RAT eM 
SZ vt， 

引 理 5.3 EX BRA SAE TX) As Rat WES’ E 
Vés) € VU), (EIB sst" s Las. 

证 明 ks et. 由 命题 5.2 知 存在 Zz,y € 六 ,使 得 zt 二 yt 但 

* 271 * 


as Æ ys. TEE EVO) PB ett) = ye) = xe REFS EE 
VCs), (HER riss) = r,l) = y. Ss’ = ss" it"s, Ms’ Sas. 又 
AA xs’ = ys {E xs A ys. RA z, Æ rnr. HME S 2 BIG’) & 

设 3 =. F(X), A EA S- A. BRAS- Raa € Abb € 
Bifitia@b=a ODE AOR P), MET artean € Abas 
和 使 得 


a= ays 
Qt) = ags, sib = hbzs 
data =a’. Spy = tb'. 


5325.4 RX ERRERA. 在 如 上 记号 下 ,存在 cj，…'cr E 
aS 35, ott ott stim Ult Um € 5S ,使 得 


a= Cys u,b = vb, 
CU 一 《za tb = vp, 
Cm Um = Cmitms UP =s Vas 
Cum = AS, s sib == tbo» 
sf Sat). 
证 明 若 8 Sat MWA 
a= aS); s = th,, 


5) Sal. 

所 以 结论 成 立 . HE s Root M LO. 3 知 存在 EVG € 
Vi) ,使 得 ssf ttis Las Os = ssf tt75, MA 

a = alsis )s (st sp = (sf tts sb, 

alsi titis) = a,s;', s'h = tib,. 
这 里 后 两 式 的 证 明 如 下 :aCsifit? 5) = assi his = ais," 35,56 = 
sse sb = ssf eth tia = ssi hb, = Sstsb = sb = tb 车 ss 
San MAER. 否则 设 :1' Lae. 同上 类 似 的 证 明 过 程 继续 下 
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去 . 因为 全 是 在 限 集合 ,所 以 .F(X) 是 有 限 半 群 , 故 总 存在 自然 数 
m ,使 得 引 理 5.4 成 并 . M 

下 面 是 本 节 的 主要 绪 米 ， 

定理 5.5 BXERSAS= 7X) EX LOSER. 
以 下 三 条 是 等 价 的 : 

O) S 是 左 绝 对 平坦 么 半 群 ， 

(2) 所 有 左 S- 系 是 弱 平坦 的 ; 

O) X 是 有 限 集 合 ; 

证 明 (1) 二 (2) 显然 . 

OSD WABAS-R.BBES- Baa € A,b,b EB, 
EAQB Ha Qo =a OH MBE ra, € Arbre sb, E 
Bysysthet® sS, © SAR 


la=asy, 


at) = CQ232， sib = tibg, 
anta 一 a’, 5,0, = tn 有 Ce 


AS n MRF AEE ECS Ud SOO BPR aWb=a' OH. 
对 等 式 组 (* ) 利用 引 理 5.4, 可 得 如 下 的 等 式 组 : 


CmUm 一 asi’ ’ 

at) = @2S25 s'b = tbo, 
t paan 上 

anin = A» $0, = tD. 


丸 由 引 理 5.4 知 在 taS Ua SOBER a Ob = as" Ob = Cada 
© 6. 所 以 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 3 Sah. 


Bn = 1. 此 时 有 
a = ass 
at, =a’, sb = hb. 


RAs, Sat Al 由 命题 5.2 MFE Uu € Sf s, = tu. 因此 有 
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a =a' (ti tiu), 
afi) =a', faqs = (tf te, 
这 里 不 显然 的 两 个 等 式 的 证 明 为 :a = as, = atu = attitu = 
a! Cf tu), Œ tu)b = t? sib = tf to. PUES Uad S OB PH 
a P= d SH. 
Wn > 2.12 
m= Ñ IXs + Dlxel, 


i=l 
显然 mr > On. FAX m 用 数学 归纳 法 . 

设 m = dn. 此 时 svt; 皆 为 了 上 的 常 值 映 射 ,所 以 有 a = 
(41515, Cos)t = ait; 一 Qi 一 (as Cin i, 
Cansa), 二 a 和 ,因此 将 等 式 组 (* ) 中 的 a ARM as. = 1,0 ,2) ,就 
可 得 到 两 个 个 数 较 少 的 等 式 组 {例如 前 两 行 等 式 一 组 ,后 an 一 1 
个 等 式 -组 ). 由 归纳 假定 容易 证 明 结 论 成 立 . 

im > 2n, 先 证 明 几 个 引 理 . 

引 理 $5.6 RTLS Sn DIER s Satis.) St M 
结论 成 立 ( 即 在 (aS U aS) QB HA aQb=a' SH’). 

证 明 ”由 条 件 知 s, = tu = tit; tit = ttt Sigi = Ot, = vet} t; 
= sai h AE E VG). MUR ait, = as, = atiti s = 
Big (Si Se = Qa Ca ty SY) C5447 Sb, = si te ba = M, biaa ~ 


ftir )bj—2. Akee) 中 的 等 式 组 


4; --t,-) gs 
at, = apisia sib: = tibiis 
Girt = BiteSites Sin Big, = divibiss (**) 
可 必 如 下 等 式 组 来 代替 : 
Gabi) = Mi, CSE S) o 
lisati- = a, psit’ Cph 88; = bbirr 


在 上 述 讨 论 中 , 当 i = 1 时 ,ai tp He. i= n 1b. =e. 
所 以 由 归纳 假定 即 知 在 (as Ua’ QQOBHRaQb—a Ob. 
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518 5.7 KE lL Sisn — 1.88 s 过 ti Kes, MAB 
ERE. 

证 明 E t Mes, ME x © OX RIG zt, € X — X54. 4 
[Xel] = 1, 则 对 任意 Zz,y € 站 ,xXti = yti RAH s: Cat A a, & 
n, 因此 对 任意 zy € XA xs; = ys; BY Xs)! = 1. PHVA Bs, 这 
H s Lah PB. Bs Xel S 2. 所 以 存在 y © X ARG ze, A yt. 7 
an, = (z E X | zt, = zt}. EL uw E F(X) WP, 


fy, w E 2K, , 
wu =i F YwE XX, 
Ws 否则 ， 
Ee w = wtis VweX 
ome 否则 ， es 


TIR ut; = tv. 所 以 aiuti) = itU = 4,-15;410 = Quis.) = ait: CA 
V 的 定义 及 zz € X — Xss Wst = sia). LAW s: Soti v HVA 
FE w CS [EB tw = se BIE ait; 1 Sais; = atw = a, Si Ww 
= Qs VW = atww = autw = alus); Hus; b; = ulsbi) = 
zt 人) = Cut bi 故 等 式 组 (xx ) 中 的 前 两 行 等 式 可 用 如 下 等 
AARRE: 

i ati = a, Cusi)» 

a; (uti) = Ay2\Si41s Cus: Jb; = (ut; bipi 
和 引 理 5.6 的 证 明 一 样 , 若 2 = l, W ait = 4,6 = 6. 显然 
1 六 2 S | Xi]. RQ rut; = yt, = yut; WM rt, A yti PR 以 | Xue; | 
= |X). 因此 由 对 m WARE ME CAS U aS) WO BPH ao 
=a’ Qb. i 

518 5.8 WEIL Sisin APR h Kasista Saas 
MAEZ. 

证 明 由 条 件 有 4 一 Usa 一 Usas asi = HSA ote = 
Set = SiS Sint = Sips bis ;所 以 等 式 组 ( **) 可 用 如 下 的 等 
式 组 来 代替 : 

Qj—yti- = Qi， 
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ai CES Éi) = Ci- yo sb; = GES, tii1) bi 2, 
E PAT SRY HERA EF sas (tis lig) = Si lig = ai aS aS tes 
= Gite.) = Qyi428i4295)b; = Libra, = tA iss. Gop) = CUS i- Bie 
所 以 由 归纳 假定 即 知 结论 成 立 . MA 
引 理 5.9 RARE ISisn— AE t Ses Rate WR 
WKY. 
证 明 BIW siz Sete» 所 以 由 引 理 5.3 知 存在 sin € 
Visi doth © VG) ,使 得 
Spa 13 ES Sait. 
Be = SSi te biasan U = that itty Sia ME 
ajiki- = aS; 
UD Gz) 5 已 一 op 
Cd8341 = Aresia’ tbii = bisbes 
这 里 , 当 i 二 % AUE bir = H rarase =a! i 一 工时 作 
同 前 一 样 的 规定 . 不 明显 的 二 个 等 式 的 证 明 如 下 ， 
ajo =a; Ch, Si bits) 
=R; -1S4 rikit Sia) 
= d;i; 
Sh; = tbii = FSS ba (t; ws; .1) 
=} itis Ore 
= Sirti iti tiger: 
mhs hia tes sb 
=U), 115 | 
ubi = 8, 8 tea tee sa bs 
A teats, Bia 
87.181 A 
= S; psi $54 O41 
SS Grey = be Dine 
由 zz 的 定义 知 有 |Xe| S [Xs Xol S |X|. RA Aa 
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Lsi 1 ;所 以 a Cc fu 但 人 as .1) & B. 故 由 命题 5.2 知 存 在 
y CX AER ru = yu fE rsi Æ ysis 这 说 明 | Xu| Æ 1Xs .所 
以 由 对 m PORRE SAER. i 

引 理 $. 10 4s Ae, , 则 结论 成 立 . 

证 明 AAs St, ,所 以 存在 zx E SAER = sut at = 
asiu = au € a5, 从 而 结论 成 立 ， H 

定理 5. 5 的 证 明 ( 续 ) 由 引 理 5. 10, 可 以 假定 5 Sat H, 
Kose, MAFIE 5.7 知 结论 成 立 , 故 设 Sese 车站 ss N s: 
Set, OVA SE 5. 6 知 结论 成 立 . 所 以 可 以 和 假设 二 之 sss. 同样 由 
引 理 5. 8,5. 9 可 知 只 需 考虑 s Cat: 的 情形 , 土 述 讨论 继 续 下 去 ， 
可 以 假设 Sn Kata 由 引 理 5.4 知 存在 ta’ & Sli 948. Cy E a'S,u, 
Via set, © S EI 


a = Cits wb = vb, 
CU 一 City u,b’ = v,b', 
fg—1Ug-1 = CoUa» u,b! = vb, 
CU S ts ta b = sb,, 
+ 
bn Krsa 
所 以 有 如 下 的 等 式 组 : 

[7 

dati = asz, sib = tbr, 

Qn— bn- 1 = 4,3, Sn—\On—1 = t, 18,5 

Auta! = antn! 4 Snn = ta b. 


因为 i Sasis Latr ATA | Xt] < ] Xil. 由 归纳 假定 即 知 在 CaS 
U ad S) QB PR aSb = at 国有 .而 ai = c.v, € aS, BFL 
ECS US) 的 下 中 有 a Kb =a,t, Ob. LA a’ Ob’ =a,t,' © 
OC AS QB) ,所 以 在 (es Uad SORRA a Gb Sd OE. 


Sey of i is 


(2) 一 (3) KX BARRA 0: X— ZAR. > X = 
a '({22,22 + 1}) Y; = 07 ( {2i — 1,27}),2 € 2,0 X; Y; 满足 下 
RAF: 

OXY UYY: TX- UX. vicz, 

GOAN YAO XK NY ASC VIECZ. 
任意 固定 x, E Xoy CY ECZ WFE RES: 

Za = Zis WR rE X,, 

XB = yis 如 果 了 后 了 ， 
容易 证 明 ( 利 用 (i)) 有 Kera V Kerg = X X X, HVA aS N BS 中 
的 元 素 都 是 常 值 映射 . 如 果 所 有 S- 系 都 是 弱 平坦 的 , 则 由 定理 
4.5.12 WFE s E aS (| MB ,使 得 Ca) E Ala, PB) XE Ala, p) 是 
S 上 的 由 (a,8) 生成 的 最 小 左 同 余 . 因为 * Ao, PELETE t,o otas 
Wy Vi gt ota yt, E SEG 

S = fyt: shaU = tg yn- Un] = Eyl ebay = Ay 

Hwsv} = {a f} Sica. 

引 理 $. 11 对 任意 1 € S,|Xiwi| = ce SAMY Xi] = 

证 明 若 |Xta| = M Xe MARLA X, AKU BW 
知 Xe MICS BEY, AZ, HE X| = oo. 反 之 ,; 才 |Xi8| =, Ml 
同样 的 讨论 可 知 |Xta|l = co. EBA (u,v) = {Qa,P8} ,结论 即 得 
证 . 

定理 $.5 的 证 明 ( 又 续 ) |Xa| = œ |Xiws| = o> 


| Xt, | = 0 | KE yu, | = Xi | = o> Xtal = 
com> |Xs| = œ. 这 与 € aS N BS FR. MU X BARABA. 


y 
定理 5.5 中 的 (1) 仿 (3) 是 Shojii[148] 中 的 结果 ,Shoji[151] 
中 又 对 该 结果 进行 了 推广 . 
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Boe 正则 性 


31 正则 S- 系 


定义 1.1 设 4 是 S$- 系 ,aE4' 称 e 是 4 中 的 正则 元 ,如 果 

FE S-A f :Sa 一 5 ,使 得 
flaja =a. 

ES BREW A ER, s CS WEES E 5 ,使 得 s = ss s. HEIR 
射 了 :95 一 人 F fts} = tss’, 容易 证 明 FES- fal. Af Gs)s = s's 
= s, ffl s BA S- RS 中 的 正则 元 ， 

注意 么 半 群 3 中 的 正则 元 和 左 S- RS 中 的 正则 元 是 不 一 致 
的 ,前 者 是 指 von Neumann 正则 ,后 者 是 指定 义 1.1 意义 下 的 正 
w. 

FRE S- 系 的 正则 元 的 基本 性 质 . 

命题 12 设 4 是 5- 系 ,a € 4. 以 下 三 条 等 价 ， 

(1)a 是 4 中 的 正则 元 ; 

(2) FE e € EC(S), 使 得 ea =a, AUER 0.9 E S, H pa = 
qa, Ilj pe = ge; 

(3) Sa 是 投射 S- 系 . 

证 明 (1) 二 (2) 设 f;5a 一 5 是 $5- 同 态 且 满 足 f(a)a==a， 
je = f(a) € S, W] Fla) = ff (a)a) = f(a)f l(a), 所 以 e € 
E(S). 显然 ea = 2.1K pig ES 使 得 pa = qa, Mi) 

pe = pf (a) = f(pa) = f(qa) = qf la) = ge. 
(2) (3) HERR aT psa > Se WTF: 
plisa) =se, YsES, 
则 由 条 件 (2) 易 知 9 是 有 定义 的 , 若 se = te, Mil sa = sea = tea = ta, 
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所 以 ?是 单 的 . 显然 9 是 5- 满 同 态 . 所 以 9:Sa 一 Se 是 闻 构 ,因此 Sa 
是 投射 的 . 

(D>) i Sa 是 投射 的 , 则 存在 5S- 同 构 yg:Sa 一 Se, 其 中 
e E E(S). KR Gla) = sta) = e, Ml ets = etga) = eplta) = e+ 
e =e, PRL setset = seet = set, Bl set € ECS). S g = set. EELS} e; 
Sa —> Sg haze) = xg. $ ra = ya, Ml rs = ys, 所 以 zg = yg. 
这 说 明 x 是 有 定义 的 . 显然 a 是 S$- 同 态 , 且 a(a) = g. iR arg = ye, 
则 ze = rg! (s) = ry Cse) = xseg'(e) = rseta = rga = yga 一 
yseta = yseg (e) = yo (se) = yp! (s) = va. FELI a BHM 
而 a 是 S- 同 构 . 因为 

alala)a) = ala Jala) = g - g = g = ala), 
所 以 ala)a = a. 这 说 明 a 是 4 中 的 正则 元 . if 
定义 1.3 设 4 是 5S- 系 ,如 果 A4 中 的 所 有 元 素 都 是 4 的 正则 
元 , 则 称 4 是 正则 5- 系 . 

命题 1.2 的 一 个 显然 推论 是 

推论 1.4 5S- 系 4 是 正则 的 当 且 仅 当 4 的 任意 循环 子 系 是 投 
射 的 ， 
下 面 给 出 正则 S- 系 的 一 些 例子 . 

例 1.5 (AS 是 正则 么 半 群 , 则 s$ 是 正则 S- 系 . 
(2) 设 5S 是 右 可 消 么 半 群 , 则 容易 证 明 ss 也 是 正则 S- 系 . 实 
际 上 由 下 面 的 命题 1.6 可 知 此 时 任意 投射 S- 系 都 是 正则 的 . 

(3) XERE. TKX 是 轴 上 的 全 变换 么 半 群 . 设 z EX, 
EMRI cX > Xcel = 2, Y y EX, Me, € EF X)). BH 
WEAR F(X) ae > F(X). FS Oc 是 投射 了 (站)- 系 , 从 而 
由 推论 1.4 4 X ALIEN 7 (X)- &. l 

(4) ES = 11:0,ztvovto)， 非 举凡 部 分 乘法 表 为 


| u uv Ww 
ulo 0 0 
vlu vu w 


wju v w 
可 以 证 明 S BS ER. 显然 x © 5 既 不 是 S 的 右 可 消 元 ,也 不 是 
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von Neumann 正则 元 . 但 左 S- RsS 是 正则 的 . 这 是 因为 :首先 1， 
0,v,w 都 是 sS 的 正则 元 (因为 它们 都 是 乏 半 群 5 的 正则 元 ). 显然 
vu = uit xry E SEG cu 一 yx, 则 出 乘法 表 容 易 看 出 有 ro = 
ye. 所 以 由 命题 1.2 Ae 也 是 SS 的 正则 元 ,从 而 sS 是 正则 S- 系 . 
命题 1.6 正则 S- 系 的 任意 子 系 仍 是 正则 系 . 正则 5- 系 的 余 
直 积 仍 是 正则 系 ， 
证 明 ”由 定义 及 命题 1. 2 即 得 . if 
设 和 4 是 S- 系 ,a E 4. 引 进 如 下 记号 ， 
M, ={e € ECS) lea = a AMER 
ry E S,za = ya>re = ye} 
= {e € E(S) |a Æ e- 可 消 的 }. 
由 命题 1. 2 即 得 
命题 1.7 5- 系 A 是 正则 的 当 且 仅 当 对 任意 a E AM, +. 
Rac A Hec MM,, 则 称 {a.e} 是 4 的 “… 个 正则 对 .下 面 是 正 
则 对 的 性 质 . 
命题 1.8 aCA, lase Wia) 都 是 正则 对 , 则 有 


《1) ee = e ee = e; 


(2) eRe. 
证 明 ”因为 ee 三 & 王 1.a;* 所 以 出 正则 对 (eye 的 性 质 可 知 
有 ee' = e'. 同 理 可 证 ee = e. E C) BAY FRI C2). WA 


S- 系 4 称 为 是 强 忠 实 的 ,如 果 对 任意 5,t ES ERa € Asa 
=>: = t PM AS BAN AZ ER MS 是 强 忠 实 S- 系 . 事 
LE, H:S 是 右 可 消 乏 半 群 当 且 仅 当 存在 强 忠 实 左 S- 系 . 这 是 因 
为 : 设 A 是 强 忠 实 5- Aste E SHE se = te. ERa E AMA 
sca = tea. 由 4 的 强 忠 实 性 即 得 s = t, 即 S 是 右 可 消 的 . 

可 以 用 条 件 (P) 及 相对 平坦 性 给 出 强 忠 实 系 的 特征 刘 画 , 见 
§ 5. 

强 趾 实 系 与 正则 系 的 关系 是 ， 

命题 1.9 强 忠 实 系 是 正则 系 . 

证 明 iA EARBA S- Aa EA, Miel? 是 有 4 的 正则 
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对 . MA 

命题 1. 9 的 道 不 成 立 .例如 令 5S 是 von Neumann 正则 么 半 群 
但 不 是 右 可 消 的 , 则 sS 是 正则 系 但 不 是 强 忠 实 系 . 

例 5.2.5 和 例 5.2.7 说 明 条 件 1E(S)| = 1 不 能 保证 所 有 平坦 
S- 系 满 足 条 件 (P). 然而 利用 正则 系 的 概念 有 

SB 1.10°°' 设 存在 正则 右 $S- 系 , 则 以 下 三 条 是 等 价 的 : 

D 所 有 平坦 左 S- A RRP); 

(2) 对 S 的 任意 真 左 理想 .1 ,存在 7 EJ 一 i; 

(3) |E(S)| = 1. 

证 明 D>) 设 A4 是 正则 有 5- 系 ,a Ast 所 5 满足 
as = at. 由 和 4 的 正则 性 可 知 存 在 e E ECS) ,使 得 {a,e} BA MII 
对 . 所 以 es = et. HARA |ECS)| = 1 好 可 知 e = 1. 所 以 s 二 +. 这 
XH ARRERA S- AUS BAMA ABH Bee 
5. 2. 9 知 任意 平坦 左 S- 系 满足 条 件 (P). 

其 他 结论 由 命题 5. 2. 1,5, 2. 2 和 定理 5. 2. 3 即 得 . H 

定理 1. 10 也 说 明 存 在 无 正则 左 S- 系 的 么 半 群 S$. 

Hi SS 为 例 5. 2.7 中 构造 的 乏 半 群 , 则 1ECS)| 一 1， 
但 存在 不 满足 条 件 (P) 的 平坦 有 .3S- 系 , 所 以 由 定理 1. 10 即 知 不 存 
TERNA S- 系 . 

下 面 是 正则 系 的 一 个 简单 性 质 . 

命题 1. 12 EN S- 系 一 定 满足 条 件 (E》. 

证 明 ”由 命题 1. 2 即 得 . H 

命题 1. 12 的 道 不 成 立 , 例 如 了 到 么 半 群 3 ,使 得 正则 S- 系 不 存 
E.N S 不 是 群 , 从 而 有 真 左 理想 所 由 命题 5.2.1 知 4(J) 满足 条 
件 (E) ,但 AGI) 不 是 正则 系 . 

正则 系 已 有 各 种 形式 的 推广 ,请 参看 [118j 和 [115j. 
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§2 正则 系 的 平坦 性 


本 节 主 要 考虑 所 有 正则 系 是 平坦 系 的 么 半 群 ,以 及 其 他 相关 
的 问题 . 

例 1,11 HERA PRES ERS, REEMA S- R. 显然 在 
本 节 中 只 需 考 虑 存在 正则 系 的 么 半 群 . 

命题 2.1 设 存在 正则 S- AWS 中 有 一 个 最 大 的 正则 左 理 

证 明 KARENS- 系 ,eE AW 1.2 A S- 同 构 
Sa —> See € ECS). 由 命题 1.6 知 Sa 是 正则 S- 系 ,所 以 Se 也 是 正 
则 S- 系 , 这 说 明 S 中 有 正则 左 理想 . 

& TAS 的 所 有 正则 左 理想 的 并 , 则 由 命题 1.6 知 工 也 是 正 
则 的 .显然 工 还 是 最 大 的 正则 左 理 想 . A 

以 下 总 是 以 了 (3S) ERS 的 最 大 正则 左 理 想 . 

定理 2.21*) 对 于 么 半 群 S, 以 下 几 条 等 价 ， 

CL) 所 有 正则 S- 系 是 平坦 的 ; 

(2) 所 有 正则 S- 系 是 弱 平坦 的 ; 

(3) 所 有 正则 S- 系 是 主 能 平坦 的 ; 

(4) 对 任意 * ES, 任 意 拓 一 eeE7TS)sse 是 3 的 von 
Neumann 正则 元 . 

WA (1) 志 (2) 二 (3) ”显然 . 

(3) 过 (4) Hs € S,e Se € TCS). 如果 Sse = Se WEE 
t E SAGA tse 二 ,所 以 se = setse, BP se 是 正则 元 .下 设 Sse A Se. 

XWF AC) 的 定义 构造 S- 系 M 如下: 

M =(e,x)|te € Se — Sse} 
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U (G@e.5) [te E Se — Sse} 
U (e,z) |te € Sse}, 
KE ry 是 三 个 符 导 . MES EM 上 的 左 作 用 为 
re we nes rte E Se — Sse, pret, 
(rte.z). rte € Sse, 
rie,z) = (rte,z). 
容易 验证 型 按照 上 述 定 义 构 成 一 个 3S- 系 . BRE S- 系 同 构 Ste， 
x) =Se=~Stey). HF Se<T(S), BP hr 1. 6 Se 是 正则 
R. AT Slez). Sey) 也 是 正则 系 . 再 由 命题 1.6 知 MM 二 See, 
z) U Sle,y) 也 是 正则 系 . 从 而 由 条 件 知 M 是 主 弱 平坦 的 . 
因为 se(e,x) = (se,z) = sele, y), PH MYER EES 
E ses X M HK se (ez) = se ® ery) AIEEE 51 6th oe Sas 
te © Sras sa, © Myuz yer yu, € seS fit 
(eyT) = sa), 
SES, = Uzb)» t.a, = So207， l 
; UySy = Selno lân = (e, y). 
Ra, = (pw) ,其 中 € Sow; € {x,y,z). 由 上述 等 式 组 可 知 存 
在 某 个 i 使 得 w; — z, Ai tp, © Sse. 所 以 有 :se 一 veCst 加 ) = 
(sesi) py = tti Py = MoS. Pa = 0 = US; Pi = Uy iP: © ui Sse. MA 
为 uj, € seS ,所 以 se € sesse, Bi se 是 正则 元 . 
WOS ” 设 B 是 正则 5- 系 ,4 是 任意 有 有 5S- aa € A, 
b,b CB E AQB RAe Ob = ad Ob. MARE oan EA, 
beset sb, © BoaSsystys'*s5nstn © Ss {HB 


a = ass 


Aib, = Q23zy sb = tb,, 
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ee 


— f ota I 
int, = a's SiO, -= FE. 


1.2 知 存 在 上 statny E ECS) AE FR AS, ver otte y (nti oa) Æ BK) 
正则 对 .内 此 有 如 下 的 等 式 组 ; 


dé; = &@\S),@,5 


Be, = AS$282% heb = tiezbs, 


CaztzE3i = dasafs + SED: 一 treba» 


OTETI 


BEA = ri 
Anbr€n=1 = A rtie Snenps =a AT d 


FEX n 用 数学 归纳 法 证 明 在 (aS U wS) © BPR aQd=a'®& 
b. 


设 n=] NE 
de, = AS$18 
atil = d'ez, 5\e,0 = heb. 


由 命题 2. 1 的 证 明知 Se, 是 正则 左 理想 ,所 以 ea © TCS). RAP AT 
知 sie, 是 正则 元 , 故 存 在 zx © SAR se) = syeusye,. 所 以 
LE = sib = seb = sye\usye\b = syeus,b = s,e,ut,b'. 
因为 {8' ,ez} 是 正则 对 ,所 以 有 es = sieune 因此 在 (aS U a’S) 
QB 中 有 
a Qh =a Geb = ae, Ob = ase Bb 
=a seus e, © b = asseu O seb 
=a seu © feb = ase utie OP 
=aties HO = de OW =a’ QO eb 
=a @b. 
Wn > 2. AW Se, > So, BEW AMA e € TS). BF 
Asi E S ABB sie, = ses se. A sdb = hb 可 得 
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bib: = sb = sieb = Ses eb = $e, bbg. 
H F (bse) 是 正则 对 ,所 以 有 he = ses ten 由 归纳 假定 可 知 在 
(ater U d'ens) © BPH ater O by = a'en OH AER 
内 的 等 式 组 }. 内 为 
人 三 ez = Qses tes = ae,s,'tye, € aS, 
所 以 在 (es U a'S) © BPA 
a QE =a Ded = a'e. Hb = athe, O b. 

对 于 前 两 行 的 等 式 组 ,利用 归纳 假定 可 知 在 (aS U ases) 多 
BW ae, 26 = are: Q br HF aose = aties E qs ,所 以 在 (as 
U dS) PH a Q b= a Web = ae, Q b = asses & bz 

结合 前 面 的 结果 即 知 在 (aS Ud DOBPHa@b=a' OE. 
因此 8B 是 平坦 的 。 I 

推论 2.3 ”对 于 勾 半 群 S, 以 下 两 条 等 价 : 

(1) S 是 正则 么 半 群 ; 

(2) 3 十 左 PP 么 半 群 , 且 所 有 正则 3- 系 是 平坦 ( 弱 平 坦 , 主 弱 
平坦 ) 的 . 

证 明 S 是 左 PP 么 半 群 当 且 仅 当 sS 是 正则 S- 系 , 当 昌 仅 当 
TO) = 5. 所 以 由 定理 2.2 即 得 本 推论 . H 

定理 2. 4 ”对 于 么 半 群 5, 以 下 两 条 等 价 : 

(1) 所 有 正则 S- ABR: 

D 对 于 5 的 任意 左 可 消 元 ,任意 e? = e ETO, H reL e. 

证 明 DSD 设 r 是 左 可 消 元 ,e* = e € T(S). RE Sre 
了 Se, 则 类 似 于 定理 2.2 的 证 明 构 造 S- 系 MM. 因为 好 是 正则 系 , 所 
以 由 条 件 便 知 M 是 挠 自由 的 . 显然 有 

r(e,z) = (re,z) = rley), 
SrA ea M GE EY HERI AD Ce.) = esy). FIE. LR Sre = Se, 
BU reze. 
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DSD 设 4 是 正则 3- 系 ,epE Ar ESEA 
E ra = rb. H3 A EEUW, IATE? S E EGS). BR ae}, 
{6,7} TEW. A rea = r fb. 由 于 e ETS), IE ree FE 
在 上 ES, 使 得 tre 一 e. 因 此 

a = ea = trea = tr Íb. 
所 以 
rb = ra = r (tr fb) = rtr fb. 
由 正则 对 {5,/) 的 性 质 可 知 有 
rf =rtrf. 
所 以 f= er f(r 是 左 可 消 元 ). 故 
a = Grf)b= fb =b, 
即 4 是 挠 自由 的 . y 
定理 2.5 ”对 于 么 半 群 5S, 以 下 几 条 等 价 : 

(1) 所 有 正则 S- 系 是 投射 的 ; 

(2) 所 有 正则 S- 系 是 强 平坦 的 ; 

(3) 所 有 正则 $- 系 满足 条 件 (P); 

(4) SHER e? = e € T(5),Se BS 的 极 小 左 理想 . 

证 明 《〈1) 一 2) 一 (3) PR. 

(9)>4) Ke =e € TS) WSe ES 的 左 理想 . 设 I 是 5 
Ay AB Se lA Se. 类似 于 定理 2.2 的 证 明 构 造 正则 S- 系 
MM, 由 条 件 知 放 满足 条 件 (P). 由 命题 4. 2.7 知 凡 是 循环 子 系 的 不 
ZF. 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 SCe,x) N Sey) = {(se,z) |se € 
1}. 所 以 Se 是 极 小 左 理想 . 

HOS 设 4 是 正则 9- 系 .对 任意 a € AA S- 系 同 构 Sa 
~ Se, 所 以 Se 是 正则 的 ,从 而 e? = eE TS) h RRA Se ER 
小 左 理想 ,因此 Sa 是 单 S- 系 , 即 Sa 中 青 没有 真子 系 . 容易 证 明 4 
是 若干 个 单子 系 的 余 直 积 ,而 每 个 单子 系 是 投射 的 ;所 以 么 是 投射 
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定理 2.6 对 于 么 半 群 S$, 以 下 两 条 等 价 : 

(1) 所 有 正则 S- 系 是 自由 的 ; 

(2) S 是 群 . 

证 明 (1 一 (2) Re E€ T(0S), 则 由 定理 2.5 知 Se 是 S 的 
极 小 左 理想 . 又 Se 也 是 正则 的 ,所 以 Se 之 S, 这 说 明 S 没 有 真 的 左 
理想 ,所 以 S 是 群 . 

(>) RS ER ARENS- 系 , 则 4 是 循环 子 系 AG 
E7) 的 余 直 积 . 由 命题 1.6 知 每 个 4 是 正则 系 ,所 以 由 推论 1.4 知 
A 是 投射 的 ,因此 A 二 8. 所 以 4 BB. 4 

定理 2.7 对 于 么 半 群 5, 以 下 两 条 等 价 : 

(1) 所 有 正则 系 是 可 除 的 ; 

(2) 对 于 任意 6 =e ETS), Se 是 可 除 的 ， 

证 明 (D>) 这 是 显然 的 ,因为 Se 是 正则 S- 系 . 

(D>) 设 和 A 是 正则 5S- 系 ,a € 4, 则 存在 e: 二 eE€ 5, 使 
得 Sa 全 Se. 显然 eETYT(S), 所 以 Se 是 可 除 的 , 即 对 任意 右 可 消 元 
z, 有 dse = Se. Ait, dSa = Sa. 所 以 

dA = d| U Sa) = Y dSa = Y Sa = A, 
即 4 是 可 除 系 . H 
定理 2.8 对 于 乏 半 群 S, 以 下 两 条 等 价 : 

CL) 所 有 正则 S- 系 是 主 弱 内 射 的 ; 

(2) EEs ET(S),s 是 von Neumann 正则 元 , 且 对 任意 p E 
S— T5), Æ p Ee- 可 消 的 ,e? = e € TUS), Me € pS. 

证 明 ” (1) 入 (2) HES E TCS) WSs TCS), FW Ss BIE 
WW S- 系 . 由 条 件 即 知 Ss 是 主 弱 内 射 的 ,所 以 存在 S- 同 态 g:S 一 
Ss WEH gla =1. R gO) = ts. Wi sts = sg) = gs) 一 5 所 以 5 
是 正则 元 . 
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HERS WHR 


RpeES-—TS) ARH He ETS) 1G p ee 可 消 的 . 
作 映 射 了 :SP > Se 为 
Fisp)=se, WsES, 
因为 p 是 e- 可 消 的 ,所 以 是 映射 , 显然 了 还 是 S- 同 态 .因为 Se 是 
正则 的 ,所 以 是 主 弱 内 射 的 . 因此 存在 $S- 同 态 g;S 一 Se, 使 得 
g lss =f. RA 
e = f(p) = gip) = pg) € pS. 

〈2) 一 (1) ”由 命题 3. 8. 15, 只 需 证 明 任 意 正则 S- 系 是 余 平 
坦 系 . 设 4 是 正则 系 ,a € As € 5S, 且 a & 5A. 要 证 明 存 在 h,k E 
S, 使 得 hs = ks, 但 ha Æ ka. 

Hs € TS) WHE S CS EIs = s's. G h= 1,k Is, 
则 As = ks {B ha 关 ka, BIj a = ha = ka = ss'a € sA, FE. 

WsES—T(S). BEREE LA ES, H hs = ks MI YA ha 
= ka. 因为 a 是 正则 苑 ,所 以 存在 e: =e € TCS), ARG {a.e} 是 4 
的 正则 对 . RA E S, 使 得 hs = ks WA RE RA ha = ka, 所 以 
he = ke, 这 说 明 * 是 e- 可 消 的 .由 条 件 可 知 eE 55S, 所 以 存在 :€ S, 
使 得 e = st, HH a = ea = sta € sA. 矛盾 ,因此 存在 h,k ES 使 
得 hs = ks fl ha 关 ka. 即 A 是 余 平 坦 的 . 1 

定理 2.9 对 于 乏 半 群 5, 以 下 三 条 等 价 : 

《1) 所 有 正则 S- 系 是 余 自 由 的 ; 

(2) 所 有 S- 系 是 余 自 由 的 ; 

(3) S= {1}. 

证 明 (3) 一 (2) 一 (1) BR. 

(1) 二 (3) Ke’? =e € TCS), MW Se BEM S- KA. FUBRA 
AW HY. BUFFERS XE Se ~ XS. fp |X| DS 2,0) [X55| > 1S} 
= 1se| ,了 矛盾 ,所 以 |X| 一 1. 因此 |Se| = |X°| 一 1 这 说 明 e 是 
S 的 右 零 元 .考虑 S- AA = Se U Se, 则 4 是 正则 系 , 且 |4| =2. 
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由 条 件 知 A 是 余 自 由 的 ,所 以 4 二 YS. ond {S| > 2, LY | 
Lat, Y7] = 1,24 [Y| 22s, YS] > 2, 所 以 和 |4| 一 1 矛盾 . 
此 必 有 |S| 一 1,; 即 S = {1}. A 

例 2.10 WPRRA— PES CHIE IAB. 是 正 
则 半 群 ,S = P U THES 上 的 乘法 运算 为 

pi=tp=t, YpePVtEeT, 
其 他 元 素 相 乘 时 按照 原来 的 定义 , 则 3 BABAR ES HAR 
想 . FEER T = TCS). 

BRAETST(S). Rae POTS) MEERSS e, HB 
(ase) 是 正则 对 , 如 果 e CT. Ma=ea=—e FR. 所 以 e ec Pike 
二 1. 设 w€ 了 是非 右 可 消 元 , 则 wa E€ TCS). Rua EP, 所 以 全 
中 的 任意 罕 等 元 都 不 能 和 和 wa 构成 正则 对 . Æ iual; 是 正则 对 , 则 
ua 是 尸 的 右 可 消 元 . 矛盾 . RRB PTS) = 多 ,所 以 T= 
T(S). 

Bs ES, e =e CT. Es EP, ilse 二 ee 是 正则 元 . 若 s ET, 
则 se € T, EFIA se 147% von Neumann 正则 元 , 因此 满足 定理 2.2 
的 条 件 (4), 所 以 所 有 正则 S- A REP SF, ESF) 的 . 显 
然 可 以 使 得 S 不 是 von Neumann 正则 么 半 群 ,因此 5S 不 是 左 绝 对 
平坦 么 半 群 . 

WERT 为 完全 单 半 群 , 则 可 得 到 么 半 群 3 , 它 满足 定理 2.5 
的 条 件 (4) ,所 以 所 有 正则 S- 系 是 投射 的 ， 

H pe Pre’ =e € TS). A p Re BBW. Mle = pe € pS, 
所 以 5 满足 定理 2. 8 的 条 件 (2) ,因此 所 有 正则 S- RARER AR 

RAES Rot ES RR 

sa = tal a E A)>s =t, 
则 称 A 是 忠实 S- 系 . 
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显然 强 忠实 S- 系 是 忠实 的 . 

定理 2.11 对 于 乏 半 群 5, 以 下 两 条 等 价 : 

CD 所 有 正则 5S- RETK; 

(2) 对 任意 e =e € TUS), AL Se 是 忠实 的 . 

证 明 〈1) 一 (2) BR. 

(=>) HARENS- Fue € 5, 使 得 对 任意 x€ A 有 
uz 二 vz. H a € A, WAE e =e E TCS), (EB {a.e} 是 正则 对 . 
对 于 任意 * E S, A usa = vsa, PRL} use = vse. 利用 Se 的 忠实 性 即 
得 zx =v. if 

如 何 刻画 所 有 正则 S- 系 是 内 射 系 的 么 半 群 ,以 及 所 有 正则 系 
是 弱 内 射 系 的 么 半 群 ,至 今 还 是 没有 解决 的 问题 . 


§3 ”平坦 系 的 正则 性 


本 节 考 虑 所 有 平坦 S- 系 是 正则 系 的 么 半 群 ,以 及 其 他 相关 的 
问题 . 其 主要 结果 选 自 [111] 和 [158], 

首先 证 明 

引 理 3.1 设 S = N', 其 中 六 是 左 零 半 群 ,4 ERTA S- 
系 .如 果 aE Ays.t CNB sa = ta, Ms = t. 

证 明 因为 sa =ta, 所 以 在 S@A4 中 有 sa 二 :19a, 由 于 
各 是 弱 平 坦 的 ,所 以 在 (sS US) QAPAs@a=1 Oe AWK 
在 zoom ES 各 的 ,aanE AEG 


S = Sikis 
SV: = $ztfz， KIG = Vaz» 
SoU: = Saltz, Hd = Vad, 
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5,U, — ts U,d, = U,Q. 


YW So = Ss Seq) = C05; = Wists E Sw © (ssthi = Lye yn, 显然 存 
在 :使 得 5 = st;,s;11 = tt). 所 以 有 
S = SEM, = $0; = hatg = tdit = te “e 

定理 3.2 对 于 么 半 群 5S, 以 下 几 条 等 价 : 

(1) 所 有 平坦 S- 系 是 正则 的 ; 

(2) Sra Fie S- 系 是 正则 的 ; 

(3) 任意 平坦 S- 系 的 循环 子 系 是 强 平坦 的 ; 

(4) 任意 弱 平坦 S- 系 的 循环 子 系 是 强 平 坦 的 ; 

O S= NREN = O RAN 是 左 零 半 群 . 

证 明 因为 S- 系 4 是 正则 的 当 且 仅 当 其 循环 子 系 是 投身 
的 , 所 以 (1) 二 (3)、(2)=>(4) 是 显然 的 . 只 需 证 明 (5) 志 (2) 和 
(3) 之 (5). 

(=>(2) BS= {1}, 则 结论 自然 成 立 . 设 $ 一 六 ,其 中 六 
是 左 零 半 群 . 设 4 是 弱 平 坦 S- 系 ,a € A. Bik Sa 是 投射 S- 系 . 
设 对 任意 s E N 都 有 sa 关 4. 规定 映射 f;Sa 一 5 如 下 : 
fta)=t, YtES. 

设 ia = t'a,t t! € Smet EN, 则 由 引 理 3.1 知 t = r. 如果 
tE N =1, Wta =a, FA. WREE EN,t 二 1, 也 可 得 到 牙 盾 . 
因此 f 是 有 定义 的 . 显然 了 还 是 S- 同 构 , 所 以 Sa ~ S ERN. 
RFE s © N(R sa = a. ERI 1:Sa 一 Ss 如 下 : 
fla) =s, 
f@ay=t, WtEN. 
利用 引 理 3. 1 容易 验证 了 是 有 定义 的 . 显然 了 还 是 8$- 同 构 ,所 以 Sa 
~ Ss 是 投射 的 . 
(3) 一 (5) RHR TH S- 系 的 循环 子 系 是 强 平坦 的 , 则 任意 
平坦 的 循环 S$- 系 是 强 平坦 的 .由 定理 5. 6.8 知 3 是 左 谐 零 的 , 即 对 
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ER 1 Ar € S, 存 在 nn, 使 得 x" 是 5 的 左 零 元 . 因为 S 是 平坦 系 ， 
所 以 S$ 的 任意 主 左 理想 是 强 平坦 的 , 即 S 是 左 PSF 么 半 群 , 由 定理 
4.4.13 知 5 中 的 任意 元 都 是 右 半 可 消 元 . 

设 + 关 1,x € 8S. 假定 nn 是 使 得 x" 为 左 零 元 的 最 小 正 整数 .如 
果 ? 一 1, 则 x NAEL. iE n > 1. 因为 

a"r = a" = 2x" 'z, 
i r ACK ATC AFE u E 5S, 使 得 
z'u = lu, ur= x. 

WMR u = 1. et = x”!, 和 有 的 最 小 性 巴 盾 .所 以 x 关 1. 因 为 S$ 是 
左 谐 零 的 ,所 以 存在 区 使 得 w” ES 的 左 零 元 . 因为 
所 以 + 是 5 的 左 零 元 .这 和 > 1 HS. 

所 以 z+ 是 S 的 左 零 元 , 即 S = N'AP N = 名, 或 NN EAR 
FR. Hf 

由 定理 3. 2 及 其 证 明 过 程 可 以 得 到 

推论 3.3 WEARS ATLASI 

Q) 所 有 循环 平坦 8- 系 是 正则 的 ; 

(2) RATE EH S- 系 是 正则 的 ; 

(3) 任意 循环 平坦 S- 系 的 鼻 环 子 系 是 强 乎 坦 的 ; 

(4) 任意 循环 弱 平 坦 S- 系 的 循环 子 系 是 强 平坦 的 ， 

(5) 3 = N', 其 中 入 = 名 ,或 入 是 左 零 半 群 ， 

推论 3. 4 ”对 于 乏 半 群 5, 以 下 两 条 等 价 : 

(1) S EA PP 么 半 群 , 且 所 有 循环 平坦 左 S- 系 是 强 平坦 的 ; 

(2) S = N!, 其 中 N = O 或 是 左 零 半 群 . 

证 明 (D>) 由 推论 3. 3 即 得 . 

(1) 过 (2) 由 定理 5. 6.10 知 任意 zx € Sox 是 左 零 元 或 左 可 
消 元 . 再 由 定理 5.1.5 知 S$ 中 的 左 可 消 元 只 有 1. 所 以 3 一 NI ,其 中 

+ 293 。 


N = Ø, RN BASH. “Hf 

推论 3.5 设 S 是 无 PSF 乏 半 群 , 则 以 下 三 条 是 等 价 的 ; 

C1) 所 有 平坦 S- RERE); 

(2) 所 有 弱 平 坦 S- 系 满足 条 件 (E); 

(3) 5S = N', 其 中 人 N= Ø, N REFER. 

WR (2) 二 (1) FA. 

(1) 过 (3)” 设 所 有 平坦 5S- 系 满足 条 件 (E), 则 所 有 循环 的 平 
坦 S- 系 是 强 平 坦 的 . 所 以 类 似 于 定理 3.2 中 (3) 过 (5) 的 江 明 即 可 
得 结论 . 

(3) 二 (2) ”由 定理 3.2 及 命题 1.12 即 得 . if 

推论 3.5 给 出 了 第 五 章 § 10 中 一 个 未 解决 问题 的 部 分 答案 ， 

由 定理 2.2 知 ,车 所 有 正则 系 是 平坦 的 , 则 对 任意 s€ 3 ,任意 
ee 一 eETts)'se 是 S 的 正则 元 .所 以 由 定理 3. 2 知 , 如 果 所 有 平 
坦 系 是 正则 的 , 则 所 有 正则 系 是 平坦 的 . 反 过 来 的 结论 是 不 成 立 
的 , 即 当 所 有 正则 S- 系 是 平坦 系 时 ,所 有 平坦 系 未 必 是 正则 的 . 例 
im S 为 例 2. 10 中 的 么 半 群 , 则 由 例 2.10 知 所 有 正则 S- REF 
坦 的 ,但 存在 非 正则 的 平坦 系 . 

推论 3.6 RS 的 任意 两 个 主 右 理想 的 交 非 空 , 则 所 有 平坦 
S- 系 是 正则 的 当 且 仅 当 5S = {1} RAS = (1,0). 

证 明 ”由 定理 3. 2 立 得 . A 

由 定理 5.5.5 知 , 若 了 是 3 的 真 左 理想 , 则 S/N 是 平 翰 的 当 且 
仅 当 任意 xE LHR ce xi, 且 S 的 任意 两 个 右 理 想 有 非 空 的 交 . 
对 于 主 弱 平坦 性 ,有 

引 理 3.7 设 1 是 5 的 真 左 理想 . 若 对 任意 xE€1, 有 XE€ cl, 
则 S/% 是 主 弱 平坦 5S- 系 . 

证 明 i 2,6,0' ES ARB LES @OS/A PR rQb=2 OH. 
易 知 有 cb = Zz 加 .所 以 有 两 种 情形 ; 
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G) 26 一 28. 此 时 有 如 下 的 等 式 组 ， 


x=arel, 
xh = xb, Leh=6sI, 
z-l=2, be] =1°8, 


所 以 在 rs OS/A PA er Qb-= 7 SH. 
(i) ab ET yxb' E TI 此 时 存在 y,z ET, 使 得 x2 = xby,xb = 
ab z. 所 以 有 


TT 二 XxX，1， 
xb = rby), 1*b=6e], 
x(b'z) = xb’, (by) * 1 = @'z) +1, 
x-l=a, &-1=1°F. 
因此 在 zxS @S/, OA x @b= 2 OH. 
所 以 S/N FEE SIA. if 


定理 3.8 对 于 么 半 群 5, 以 下 各 条 等 价 : 

(1) 所 有 主 弱 平坦 S- 系 是 正则 的 ， 

(2) 所 有 挠 自由 S- 系 是 正则 的 ; 

(3) 所 有 余 自 由 S- 系 是 正则 的 ; 

(4) 所 有 内 射 S- 系 是 正则 的 ; 

(5) PPA BA S- 系 是 正则 的 ; 

(6) 所 有 主 弱 内 射 S- 系 是 正则 的 ， 

(7) Br aye S- 系 是 正则 的 ; 

(8) 所 有 忠实 S- 系 是 正则 的 

(9) 所 有 S- 系 是 正则 的 ; 

(10) S = {1} R S = {1,0}. 

证 明 s00 设 所 有 主 弱 平坦 S- 系 是 正则 的 , 则 所 有 
平坦 S- 系 是 正则 的 . 由 定理 3.2 即 知 S = N ,其 中 NM = O RN 
是 左 零 半 群 . 设 5 关 全 }, 则 N 关 名 .显然 N 是 5S 的 真 左 理想 .因为 
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N 中 的 元 丝 为 虞 等 元 ,所 以 由 引 理 3.7 S/d 是 主 弱 平坦 的 , 因 
此 由 条 和 件 知 S/hs 是 正则 的 ,从 而 SAv 是 投射 的 ,所 以 满足 条 件 
(P). way € NM zany. 所 以 由 命题 5.1.1 知 存在 x,v ESIE 
得 zw 一 yov; 有 是 whwlhwv, 由 于 1 切入 ,所 以 # 二 1 二 v, 故 xz 一 > 这 
说 明 |N] = 1. 所 以 5S = {1,0}. 

MSM) 及 DRB), MSM >>) => 
(3) 都 是 显然 的 . 

OSD 设 4 是 任意 5- 系 , 令 B= 4 US, 则 了 是 忠实 的 ， 
所 以 由 条 件 知 吾 是 正则 系 ,从 而 由 命题 1.6 知 4 是 正则 系 ,所 以 所 
A S- 系 是 正则 的 . 

(3)>(9) 设 4 是 任意 S- 系 ,由 推论 3.1.4 知 4 可 以 嵌入 到 
3S- 系 和 中 ,而 至 是 余 自 由 的 ,从 而 是 正则 的 ,所 以 和 是 正则 系 . 这 
即 证 明了 所 有 S- 系 是 正则 的 . 

(10) 志 (9〉 BS = 人 1), 则 显然 所 有 S- 系 是 正则 的 ,下 设 5 
= {1,0}. 

设 AER S- 系 ,a € AM Sa 中 最 多 只 有 两 个 元 素 :a,0c， 
Ba = 0a, 则 Sa 人 30, 所 以 Sa 是 投射 的 . 设 a ~ 04: 则 容易 证 明 
Sa 一 S1, 因 此 Sa 仍 是 投射 的 . 所 以 AREWA. Hf 

定理 3.9 对 于 勾 半 群 9$, 以 下 三 条 等 价 : 

(1) 所 有 自由 S- 系 是 正则 的 ; 

(2) 所 有 投射 S- 系 是 正则 的 ; 

(3) S 是 左 PP AER. 

证 明 《2) 一 (1)》 是 显然 的 . AAS 是 自由 S- R, 所 以 
(1) 二 (3) 也 是 显然 的 . 

B> RS BA PP ABA 是 投射 5S- 系 , 则 4 一 
U See? = e; © ECS). ALAA ARH 1. 6 即 知 4 是 正则 的 / 

定理 3. 10 ”对 于 么 半 群 S, 以 下 两 条 等 价 ， 
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O) 所 有 强 平坦 S- 系 是 正则 的 ; 

(2) S 是 左 PP 么 半 群 且 满 足 条 件 

CFPO & MAES) 的 子 集合 ,如 果 对 于 任意 el ,es 用， 
fa © MiB bh SE MMR eef = fi fal MLS 的 于 半 
BM) PEAK EA. 

证 明 DSO) 由 定理 3.9 即 知 $ 是 左 PP 么 半 群 .因为 所 
AFE S- 系 是 正则 的 ,所 以 所 有 循环 的 强 平坦 S- 系 是 投射 的 ， 
因此 由 定理 5.9,1 扼 5 满足 条 件 (FP,). 

(D>) ” 设 A4 是 强 平坦 5- 系 ,a E 4. 要 证 明 a 是 4 的 正则 
元 即 可 . 令 

ann(a) = {(s,t)|s,t E S.sa = ta}. 
考虑 两 种 情形 ; 

G) ann(a) = 1s. HM Sa ~ SAR vita. 1} 是 4 的 正则 对 . 

Gi) ann(a) Æ ls. 此 时 存在 :天 :但 sa = ta. 因为 4 是 强 平坦 
AU 4 满足 条 件 (E) ,了 从而 存在 a E Aw © 9, 使 得 

su = tü, a= ua'. 
又 因为 $ 是 左 PP 么 半 群 ,所 以 存在 ec © ECS), 使 得 se = tesu = 
eu. 因此 ea = ena’ = ual = a. & 
M = {e E E(tS)lea = a}, 
W M AB. erren Sist Sm E M WERE 
Eea = a2> fief mas 
FELA Ceren fofa) E annre). 类 似 于 前 面 的 证 明 可 知 存在 产 = 
FES Ee tef = iff H fa = a. RASC M.A 
件 (FP,) AM) 中 含有 右 零 元 , 设 其 为 8. BRO=fie SKA, 
of, € M. PREL Qa = a. iĝ sa = ta,; 则 由 前 面 的 证 明知 存在 e? = 
e E S, {Ef se = te, Hea =a, Li e €E M. 因 此 s0 = sle8) = se 
= tef = t(e0) = t8. 这 说 明 {a,98) 是 4 的 正则 对 . 
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内 此 = 是 4 的 正则 元 ,从 而 4 是 正则 S- 系 . if 
推论 3. 11 ,对 于 么 半 群 5, 以 下 三 条 等 价 : 

CL) 所 有 满足 条 件 (E) 的 5- 系 是 正则 的 ; 

\2) 所 有 均衡 平坦 S- 系 是 正则 的 ; 

(3) 5 EA PP 勾 半 群 且 满 足 条 件 (FP，:). 

证 明 “出 定理 3. 10 的 证 明 过 程 即 得 . HM 


34 正则 系 的 圈 积 


本 节 介 绍 图 积 的 概念 ,并 讨论 正则 系 的 网 积 , 以 及 圈 积 的 正则 
性 ,从 而 给 出 了 一 种 构造 正则 系 的 方法 ， 
i XY 是 两 个 集合 , 令 FCX,Y) = (f:X 一 了 }: 则 FCX,X) 
= F(X), 
RST ELFA EA S- RW =WS,T,A) = SX 
F(A,T) ,规定 其 乘法 运算 为 
GG, g) = st fig), Yst © SV fg EFA,T), 
其 中 映射 fie 的 定义 为 
(fig)la) = flta)gla}, Yae€ A. 
容易 证 明 多 关于 上 上 述 乘 法 运算 构成 一 个 半 群 . 车 记 5 和 了 的 单位 
元 分 别 为 e,/, 则 容易 验证 W 的 元 素 (e:cr) 是 三 的 单位 元 ,从 而 你 
AS EA AX Be, 的 定义 为 
c;la) =f, Yace A, 
LFR W 称 为 由 S- 系 4 决定 的 么 半 群 S 和 了 的 图 积 . 
设 呈 是 左 7- 系 , 令 C 二 4 XB, 规 定 W 在 C 上 的 左 作用 为 
Cs, f)(@,6) = (sa, f (ayb), 
Ya€E AVYbPEB,YsESY FE FA,T). 
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容易 验证 C EAW- KR. RCA AM BHAR, wH CE = sAwrrB 
at C = AwrB. 


例 4.1 EAEG X EAHA S- 系 , 即 F = U zi5, 其 


EX 
中 zs 二 5S. 记 玉 的 自 同 态 么 半 群 为 EndsF, 作 心 (X) 和 5S 的 由 
F(X)- BX REM BRW = WCF (X).S,X), HERR O.EndsF 
>W A 
Pip) = (s), VEE EndsF, 
这 里 s € TX), f EFX, S), HRE 
BX) = slx) lr), YE xX. 
显然 9 可 由 Sr) 及 sCz) ERE A D EREM. TEE s E 
F(X) MS E EX, S), LER hart) = sS aH EM F f 
S- RAR Se AU OA WW. 设 pp’ € End F,r) = 
sa fer)’ (2) = s(x) fi Cr) 则 
Cap! (x) = ele’ (2) = Hs CF tx)) 
一 PC TOF (2) = ss COIS Ga) fF" (x) 
=Gs Cao fis fi Cr), 
PRY @i ge’) = Oss SFI HG Af) = DOB). AME: 
EndsF 一 W 是 半 群 同 构 . 
iR T = EndsF,4 aF > ooXwrsS WF : 
alrt) = (z4), VreEXVteE S, 
显然 “ MH. i eET oH = AON 
alat) ) als (TIS C) = (sr), f Cdt) 
= (sx, f (13) = s,f) (ait) 
=P(pj)aczt). 
AR ASIC AH OR RE EndsF 和 W 看 成 一 和 化 的 , 则 a 就 是 :Ff 到 
oX Wrs S AY [el H- 
例 4.2 XY 是 无 向 无 圈 且 没有 多 重 边界 的 图 , 记 MCX) 
为 图 X MAMAS ORR EndX 的 ~- 个子 么 半 群 , 则 顶点 集 V(X) 
是 左 M(X)- RW ARVO) 决定 的 MOD AMMO HB. 
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WAX APR Y BRR XLY ] BB AAD M(X)- AVX) 和 左 M(Y)- 
AVY) HBR. XY) = maV (Xw yo VY). 其 证 明 参 见 
91]. 
下 面 讨论 正则 系 的 圈 积 及 圈 积 的 正则 性 . 先 引 入 如 下 记号 . 
设 5 是 正则 S- 系 ,a 所 AME? S= eE S Eae) ÆA 
的 正则 对 . 记 4i = {r € Aljer = a}, A; = A— At. 

引 理 4.3 设 a € Ah,{a,e}, (la,e'} 是 正则 对 , 则 有 AL = 
Deas = GOA = ASAT = A. 

证 明 如果 对 任意 a CAR er =a. Mex = Cee) x=ele'x) 
= a, 所 以 4 = A. 结论 得 证 . if 

AFTAR ST HLERA BA S- RB EET- AW 是 由 
A 决定 的 $ 和 了 HARC = sAwrr8, 则 C RA W- 系 . 

引 理 4.4 it ((a.d), (ek) | 是 AwrB 的 正则 对 , 则 {a,e}, (b, 
h(a); 分 别 是 A 和 8B AYE MUX. . 

证 明 因为 (e,h)? = leh), lehla, b) = (a,b), he’ = 
esea 二 4, 月 对 任意 x E€ AG henhi) = hlr). ABA) = 
hteayhla) = h(adhla). Mle,h)(a,6) = (a,b) BBS = 
h(aye. 

KR pg € 5 使 得 pa = qa. IHLE t E 了 ,定义 映射 c AT 
如 下 : 


cAT)=t, YuarEaA, 
则 有 
(pc) (a,b) = (pab) = (qa,6) = (gq,c) la, b). 
因为 {(a .9), te, 有 )} 是 正则 对 ,所 以 有 
(psc) (leh) = (gee, {eh), 
从 而 pe = ge. 这 说 明 {a,e} 是 A 的 正则 对 . 
Huv ET 使 得 wb = vb. WIH uhla) = vh a). AW 
(1,c,)(a,6) = (2,46) = (a,vb) = (1,¢,) la, b), 
所 以 
(scu) eth) = (1,c,) leh), 
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从 而 有 
uhl) = vh(r), YrEa. 

所 以 uhla) = vhCa). XMH {b,ACa)} 是 B 的 正则 对 . 4 

引 理 4.5 i {(a.b),(ek)} Æ AwrB KEM. ALAS. 
则 存在 xo € ARB ex 4a. HA) BT HART. 

WA Rx € AL Mex Aa Sr = hleo). MERLE T, 
规定 ;4 一 工 , 使 之 满足 

Fla) =1,f lex.) = ts 
则 有 
(1,/9(a,6) = (aa)b) = (a,b) = (eh) (a,b). 
所 以 有 
Aleh) = (esh) (le,h) = (eh). 
因此 对 和 任意 zxE 4 有 
fler)h(lr) = hz). 

PUA tt, = flex h(a.) = Alx) = to. W t E T MER ER z 是 
T 的 右 零 元 . if 

引 理 4.6 ac Abe Bee He CS ww =weTs la, 
e}, (bw) EFENI, A AA ORT PRBS ICs. WREAE 
FCA,T) ,使得 {Ca,6), Ce,h)} 是 正则 对 ,是 hla = cola hla = 
Cy, Lage 

证 明 首先, leh) leh) = Chh). MER x E Alex =a, 
FETVA CAA) (a2) = hehe) = hlah lar) = hlaw = w = w = 
hlr). ce A, BFA EDS MAT PRAET sos AAA) (2) 
三 有 (ex)h(r) = hlex)sy = sy = h(x). MU T AA = h, HLA 
leh) (esh) = Ceh). 显然 还 有 

(e,h){a,6) = (ea, hla)b) = (a,wh) = (2,6). 

Ki pg € AF og © FAT) E Sla, db) = (gla, 

5), 则 有 


pa = ga, flab = glare. 
所 以 pe = ge, flaw = gladw. 因为 对 任意 x E At, 
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Flexhtxz) = faw = gladw = gler)hlr), 

对 任意 xz € Aj, 

fler)hlr) = fler)so = sy = glez) = gler)hir), 
所 以 有 

(pS leh) = (pe. fh) = (gesgeh) = (qag) leh). 

AW ((a,6),¢e,h)} 即 为 AwrB 的 正则 对 . M 

定理 4.7 设 W 是 由 A 决定 的 么 半 群 S$ 和 了 工 的 图 和 ,C= 
AwrB 是 A 和 B 的 圈 积 , 则 (a,5) € CRER HH a,b :分别 
T HERAF. 

证 明 由 引 理 4.4.4.5,4.6 即 得 . if 

定理 4.8 设 克 是 由 4 决定 的 S 和 了 的 圈 积 , 则 以 下 两 条 等 
价 : 

(1) AwrB BIEN W- 系 ; 

《2) A BEN S- A.B ZENT- 系 , 且 如 果 存 在 roaE Ase 
E M,, 使 得 exo Aa MIT PERRET. 

证 明 ”由 定理 4.7 立 得 . Hf 

推论 4.9 设 F 是 集合 XX 上 的 自由 石 S- 系 ,xz € XX,s€ 5S, 则 
zs 是 左 EndsF- 条 本 中 的 正则 元 当 且 仅 当 :是 s$ 中 的 正则 元 . 因此 
A EndsF- 系 上 是 正则 的 当 且 仅 当 S 是 左 PP 的 . 

证 明令 了 = Ends Fk. HH 4.1 WA er Foc XwrsS. 


Rize) BAT (X)- AX HEN HLK e= c MU A, = 
D. 因此 由 定理 4.7.4.8 即 得 本 推论 . A 


例 4.10 WS, TMERENMSER.AT SHRED. 4 A= 
sS,B = 71M) AwrB IEW W- 系 ,这 里 本 一 S X FCAT) 
是 3 MT HBR. SW = WU {0},C° = (4wrB) Ù {0}), 则 C? 
是 正则 的 左 W?_ 系 , 作 圈 积 W, = SX FCA,W?), 则 AwrC? 是 正则 
KEW- 系 . 显然 上 述 过 程 可 以 一 直 进行 下 去 . 

圈 积 的 概念 在 半 群 理论 , 群 理论 ,自动 机 理论 中 都 有 广泛 的 应 
用 ， 对 圈 积 的 研究 成 果 已 非常 丰富 例如 Knauer 和 
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Mikhalev[101] P W R T ER Awr8 W EN HAX tE: 
Normak[129] 中 研究 了 AwrB 的 投射 性 和 强 平 坦 性 ;Kilp 和 
Kubjas[88] 中 研究 了 AwrB 的 主 弱 内 射 性 ;Kilp,Knauer， 
Mikhalev[87] 中 研究 了 AwrB 的 挠 自由 性 及 可 除 性 ;Kilp[82J 中 
研究 了 AwrS 的 主 弱 平坦 性 . 另外 ,Knauer 和 Mikhalev 还 有 研究 
图 积 的 系列 文章 ([94 一 101]). PHU EME Aw MA TAT aR 
的 研究 思想 . 关于 轿 积 的 其 他 研究 成 果 请 参阅 所 附 参 考 文献 . 


§5 WERKA S- 系 


由 命题 1.9 知 强 志 实 系 一 定 是 正则 系 ,而 正则 系 未 必 是 强 忠 
实 系 .584],[85],[157] 等 文中 利用 右 S- 系 的 强 忠 实 性 刻画 了 么 
半 群 .本 节 利 用 条 件 (P) 及 相对 平坦 性 给 出 强 忠实 右 S- 系 的 特征 
刻画 . 其 主要 内 容 选 自 [113]. 

定义 5.1 设 4 和 B 分 别 是 右 和 左 S- R. P B EWER 
(Pa) 的 ,是 指 : 关 于 任意 ava' E A 和 任意 6,8 € B, 若 在 4 他 8B 中 
有 a 人 的 5 二 a' Qh MEE 4" E Bozy.y, € SAG ax, = a’ yb 
= zb", b = yb". 

引 理 5.2 左 3- 系 如 满足 条 件 (P) 当 且 仅 当 对 于 任意 右 S$- 系 
4, 召 满足 条 件 (P。)， 

证 明 ”由 命题 4.2. 13 即 知 结论 成 立 . A 

定义 53 设 A 和 和 B 分 别 是 右 和 左 S- 系 . 称 8 是 A-( 主 ) 平 
坦 的 ,如 果 对 于 4 的 所 有 (循环 ) 子 系 全 ,包含 映射 4 一 4 所 诱导 
HRH A QOB+ACK 是 单 的 . 

BS Ss CE) 平坦 即 为 ( 主 ) 弱 平 坦 , 左 3$- 系 召 是 平坦 的 当量 
仅 当 对 于 所 有 右 S- 系 4,B 是 4- 平坦 的 . 

引 理 5.4 4B ECP). WB E A- FEK. 

证 明 iaa E A, b.b E B,HHAQBPHaQs=a' 
Oo. HEWES U a'S) 的 站 中 亦 有 a Qb =a Q B. 
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hF BERE.) ,所 以 存在 名 E Buw € S, EI au = av, 
b = uh",6' 二 vb". 所 以 在 laS U a'S) @ BRA 
a Wb =a Q ub" = au Q b" = a'v & 6" 
=a Qub! = d QH. 

所 以 如 是 4- 平坦 的 . NA 

引 理 5.4 wi Ra. +S = (1,0},4 一 SS, 卫 一 {zx,y,z|0x 
= Qy = 02 = z,] z= z,l* y= y,l z =z} Wee 4.3.7 
和 定理 4.3.16 知 8B 是 平坦 的 ,因此 B 是 4- 平坦 的 ,但 B 不 满足 条 
件 (P). 注意 到 (Ps) 即 为 (P), 所 以 BAA ECP AD. 

下 面 给 出 例子 说 明 条 件 (P,) PAS RIEP, A- 平坦 性 不 区 

例 5.5 (1) 设 么 半 群 S$ 中 有 元 素 z, 它 既 不 是 左 可 道 元 ,也 不 
是 宕 等 元 , 则 由 命题 5. 5. 2 知 S/o(z,zr?) 不 满足 条 件 (P) , 令 A= 
{a2}, 规定 S 在 A 上 的 作用 为 as = a, 对 任意 s E S. itb b €E 
S/oCx. a") ,使 得 在 4 的 S/P(z,zx:) 中 有 48 二 a 的 如 , 记 1 所 在 
的 plt) BALL) 则 存在 rm E 5S, 使 得 6 = alle = 
yill ar = ay. MAZ S- 系 S/plz,x?) 满足 条 件 (P4). 

(2) 令 S 二 {a,b,c,0,1}, 非 半 凡 元 素 的 乘法 按 下 表 定 义 :; 

| a 
a 0 a a 
6|0 6 b 
c 0- cE ¢ 

可 以 证 明 S 是 一 个 乏 半 群 . 因为 Sa = {0,0}); 所 以 aSa = {0}, 因 此 
a 不 是 正则 元 . 由 命题 5. 8. 4 St S/e(a,0) AEF. > A = fe, 
0}. 容易 验证 4 是 S 的 右 理想 ,所 以 4 是 右 S- 系 .4 的 真子 系 只 有 
4: = {0}. ATLA S- KR S/eCa.0) 是 4- 平坦 的 . 

以 下 总 是 以 Tr 表示 S 的 最 大 正则 在 理想 . 

3185.6 “AREMGS-A. BRAS AM BRA E 
平 理 的 当 且 仅 当 对 任意 52 E B, 任 意 a € AREAS BPR a 
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的 5 一 4 的, 则 存在 zE 开 (CS) N Tr PI au = aub = ub. 
证 明 设 B8 是 A- 主 平坦 的 , 昌 在 4 他 8 中 有 a 多 5 二 a 名 
BME eS QB 中 有 a 的 8 =a QO’ ,所 以 存在 sytiyw*** Sat, 和 3， 
Bist bE B, EG 
a = ax\s), 
axl, = ALS. $6 = tbs, 


ax,t, =a, 5,0, = fb. 


因为 a 是 4 的 正则 元 ,所 以 由 命题 1. 2 知 存在 e € ECS) BI, 
e) 是 正则 对 ,显然 有 同 构 a5 ~ eS, 所 以 eS 是 正则 在 5- 系 , 从 而 e 
E Te. 由 正则 对 的 性 质 知 有 :e = exis ezt, = Ezp, Lat, = E. 
因此 ,eb = exisib = ex tibi = ex25,b, = --ex,t,b' = eb. Su =e Bp 
可 . 

RZ REAR HA a Oo = aR h. Bilt aS G B PIR 
Ba®b=aW® lb’. HRM u € ES) Te (E au =a, 
ub = ub ,所 以 在 aS & BRA 

a Q b =au D b= a Q) ub 
=a Q ub = au Wo =a Qb, 
因此 总 是 4- 主 平坦 的 . Hf 

引 理 5.7 设 4 和 5 分 别 是 右 和 左 S- 系 , 则 如 下 三 条 是 等 价 
的 : 

(1) BE 4A- 平坦 的 ; 

(2) 关于 任意 ci € A, b,b CB, FEAQBPHaWs= 
a QH WEE z € aS NaS, b" E B, 使 得 在 (aS U dS OB p 
HaWb=a OF =r OH; 

(3) B EA- 主 平坦 的 , 且 关 于 任意 ae € Abh © B, EE 
AQB PHa Rb =a OU MRE YC Bz € aS NaS ,使 得 
在 站 他 BB 中 有 a 外 b= 二 a CF = 26H" 

WA D>) 显然 
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M> READBPHRaQb=a Ob. hF BEA- 
平坦 的 ,所 以 在 (aS Ud NOOB pHa Rb d 的 5 六 .因此 存在 s,， 
fy 2 °°* Sa gbn €E S shy ye +b, 多 Bayssan € aS U a’S ,使 得 


a = Asis 
ait, = ASo9 8,0 = tbe, 
af, = a', 8,04 = tab? 


Ra = cunc E {a,a'}.u€ S. ELRSRAP. BERT 
得 第 i 个 等 式 的 两 边 分 别 是 ap Mag pg E 5, 令 zz) = 4,zj 二 
Cpt; e2RJPRnt+ 1, 则 zz; Eas 门 a'S. 由 上 述 等 式 组 中 的 
前 i 行 可 知 在 (aS U as) O B HA aQ b = as 的 5.. 所 以 a Ob 
= a 的 Bb = Citti- li QO b; = n Gb. ME RE CaS Ua'S) 
QB HHL OH = 2. Ob. Fz = 2.6" = b HA. 

(1) 过 (3) ”由 已 证 明 的 结果 知 这 是 显然 的 . 

>) 设 在 A 外 B 中 有 a 的 5 一 a Ob. HRS) 知 
FEO E Boze aS 们 a'S, ERE AQB PHa Qo =d O 
= z Q) b". 设 zx 一 as 一 ai: 则 在 4 的 五 中 有 aa 的 0 一 < 的 5 天 
为 召 是 A- 主 平坦 的 ,所 以 在 (aS U a'S OB PF 

a Qb =a Q sb” = as KO =z HO 
=at Q E = a Q) tb" = adl Ob. if 

5185.8 设 和 AA 是 正则 右 S- A BRAS- RM BiA- F 
坦 的 当 且 仅 当 关于 任意 x,y € 4, 任 意 5,58' CB, MREADBP 
Ar @Qb= Oh WHE uv E ES) N Trst ESH € B, 使 
得 


TU = Z, yV = Yy, T3 = yt, 
ub = sb" ,vb = tb” 
证 明 BEA FR, HEABDR PA OL = yO. 
由 引 理 5.7 知 存在 >E rs A y5 ,8”E€ 如 ,使 得 在 (xS U ys) @B 
中 有 Xx 的 5 二 y 的 5 =: Qb" iz = zs’ = ye MEGS U yS) 
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(1) 


OB PE rb = rAd". 由 引 理 5.6 知 存在 zx E ES) N Tr 
使 得 cu = zub = us’ bh”. PLE v © ECS) N Tn, 使 得 yv 一 y， 
vb = vt b". Ss = us =v Ml zs = rus = xs = yt! = yor! = 
yt. 

RZ KREAQBPH rc @Ob=yOU. HA AFTE uv E 
ES) Test E S.A E B, EGOO ARRE, FE GS U ys)@ 
B PA 2 ®@b = cuQbhb= 2 Qub = rO sb" = rs OO" = yt BS" 
= y Qib" — yub = yw OL = yo. BBE A- Fina. 

if 
定理 5.9 XFA S- 系 4, 以 下 三 条 等 价 : 

(1) A 是 蝇 忠 实 的 ; 

(2) AEWA S- 系 , 且 任 意 ( 有 限 生成 )4- 平 坦 的 左 5- 系 B 
WERP): 

(3) 4 是 正则 在 S- 系 , 且 任 意 ( 有 限 生 成 )4- 平 坦 的 左 8- AB 
满足 条 件 (P). 

WAR (D3) ”对 于 任意 a € 4, 作 5S- 同 态 /:aS 一 S 为 
了 las) 一 5 由 4 的 强 忠实 性 可 知 了 是 有 定义 的 ). 显然 4f(a) =a, 
所 以 a 是 正则 元 , 故 A EENH. H BE A- PHE S- Rb, h € 
Br,y © SAG xb = yb. FER a E A, AQ BPA ax @Qh= 
a Q xb =a®& yb = ay 的 5 由 引 理 5.8 知 存在 wv E EGS) 门 
Trs, E S," € Bee 

ax = axu,ay = Ay azs = ayi ub = sb”, vò = tb", 
由 有 4 的 强 忠 实 性 可 得 # = v= 1ozs = yt. AMi b = sb", b = tb" kk 
召 满足 条 件 (P). 

《3) 一 (2) ”由 引 理 5. 2 知 这 是 显然 的 . 

DS 设 4 不 是 强 忠 实 系 , 即 存在 eaE 4,r,” ES, 使 得 
ar 二 ari,r 关 7 ,因为 4 是 正则 的 ,所 以 4 是 正则 元 ,因此 存在 e € 
E(S) {849 (ase) 是 正则 对 , 故 有 er = er’. 因此 e 不 是 5 的 左 可 消 
元 , 令 C HS 的 所 有 左 可 消 元 构成 的 集合 , 则 1 E Ce &C MUS 
一 C 是 S HAEF WAH. SM = ACS 一 局 ), 则 MM 是 有 限 生成 左 
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S- 系 . 
M 不 满足 条 件 (P4), 事实 上 ,假定 满足 , 则 因为 e(1,x) = le, 
z) = e(l.y) MULE AQ M 中 有 
a Q Gr) =ae O (1,24) =a Qel, r) 
=a Q el(l,y) = ae Ẹ (l, y) 
=a D (1,y)， 
Me CP.) 可 知 存在 m E Moxy, € SAB ax = ay, r) = 
zm, (ly) = ym. FAM =SC1,2) USA, y), U M = Sm. $ 
i. 
下 面 证 明 M EA- PHH. iaa € A, (pow), w) E 
MABE AQM 中 有 a 他 w) =a 的 (p',w), 则 存在 (p;， 
Wed otto (Pas Wn) 和 Ma © SoG, ye 1a, © As HEE 


a = a-t» 
aU, = aty ul psw} = U Cpr W)» 
QU, = a, Un Cpr st) = Valp sw’), 


这 里 ww Waat WH, € {T yz}. 记 ao = Asay = a’. 因为 Af 
正则 的 ,所 以 存在 gE ECS) AER ase) 是 正则 对 ,i = Oey + 
1; 所 以 有 如 下 的 等 式 组 : 


aly = GE 


AEV, = A2€sV25 en, (pte) = ev (Pst), 
QU, = Azl5llay Cntr (peste) = C20, ( Parts) s 
Bln, = A Cnty Entin Pus Wr) = EnV p sw"). 


BS 的 最 大 正则 左 理想 为 Tk, 则 了 AD. AA XER i = 0,1, 
een 十 1, 和 任意 s E 5,eis € Te. 因为 Tx 作为 左 5- 系 是 正则 的 ， 
所 以 存在 LEEN Tr, EI eit; fi) 是 正则 对 ,存在 S: € 
ES) N Te ME ilev f/f) BEM. 记 

a, = emp = eV Pre 
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an = Entin Pa 一 enDn 
利用 正则 对 的 性 质 又 有 
aef ip =ae fp = aep = aye,v, pe 
Earp = 909 = dnEnUn Py 
一 Ceestnp = 2,6,0,f sp’ = a'e ap. 

下 面 分 情形 作 aeS U a'en S 和 MM 上 的 连接 (aeo, (p,w)) 和 
(a! engi Cp" »w')) 的 等 式 组 : 

G) aesa, € C. EX erup: = empa =o, E COUR MAY 
作法 可 知 有 

2,U;(p;,w,) = (esp; :Tw,), 
C0; (Pig Wi) = CEU pt W41). 

Br LAH eve; (p; sw) = evl p:i swp) Me; = wip. 所 以 多 二 ws 二 
-= w, = w., 因此 有 如 下 的 等 式 组 : 

Gey = alofi, 

aeofip = a'en f p's filpow) = fip lw), (*) 

deni S a = A ensis FP Arw) = fp' sw). 
事实 上 ,ae = äg = ae sterf = aeofi. 同 理 有 A nat tn = a! 41. 
由 于 sup EC, 所 以 p EC, 因 此 wE€ (z,y}. 对 任意 7r,r' CSF 
fipr = fipr ,Neupr = ef pr = eumfipr' = eupr', 利用 
eup EC 可 得 r= 二 7. 所 以 jp EC, 因 此 有 (pyw) = Sipe) 
= fip(1,w). 同 理 了 ,p(w) = fC w). 

Gi) a € S — C.a, € S eC 此 时 有 如 下 的 等 式 组 : 

ey = aofi; 

get ip = a'en bs fi(pyw)= fip), (x *) 

@ ii n = a ents Sp A,r) = Fap ww). 
事实 上 ,由 人 的 证 法 可 知 (* * ) 中 左边 的 等 式 均 成 立 . 对 任意 r. 
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r ES, HA epr = ea pr, WR EUR leudi)? 的 性 质 可 知 
Jipr= hpr. Pus fh pe CMWewp € CC. 因 此 当 a ES 一 C 
Sip E S C RWA iw) = 二 (fi1p,x) = hpx). EE 
fp C7) = f Cp" w). 

(iii) a E C.a, ES — C. XWF G), GD 中 的 讨论 可 知 此 时 仍 
有 形 如 (* ) 的 等 式 组 . 

(iv) a € S — C.a, E C. X F Gii). 

(v) a ECan EC ARE GES —C,i € {2 en — 1}. 
By w A 2. 有 如 下 的 等 式 组 : 


ae, = alofi, 


ae fi p = aed; pis filp w) = fi p,w), 
aus pi = al ena St p's fip Aw) = fipiC,w'd, 
a'en J'n = a Enio fp' w) = fp su). 


MTA OPA. ERTE CaS U a'S) 因 对 中 有 
a® (p,w) = ae, Q (psw), 
=a'en © w) = aa & wY. 
对 于 最 后 一 种 情形 ,考虑 杠 线 以 内 的 等 式 组 ,利用 情形 (iiy 可 知 在 
(aes U aeu st: pS) & M 中 有 
ae Q (pow) = aeustip; O Qw). 
BA aeutip, € a'S, 所 以 在 (aS U dS OM PA 
a Q) (p,w) ~ae, D pw) 
=aeu fip; O Cw) 
=a Git ap © Gw) 
=a'e,,,@ f'.p' Arw) 
=a! tn OL (pw) 
=a' esi f'n @ (Cp' w') 
=a'e, .1 &® (p'w') 
=a’ Q (p yw). 
这 样 就 证 明了 M 是 4- PHK. TA. if 
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